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POSLOVNA MATEMATIKA

1 MNOZICE

1.1 SploSno o mnozicah

MnoZice oznacujemo z velikimi ¢rkami A, B, C, ... Elemente mnozice oznacujemo z
malimi ¢rkami:  a,b,c, ...ali a,a,, &, ...ali b.,b,,b,,... in podobno. Pripadnost
posameznega elementa dani mnozici zaznamujemo z znakom €, znak ¢ pa pomeni, da
opazovani element ne pripada dani mnozici. MnoZica je doloc¢ena, ¢e obstaja pravilo, po
katerem je mogoce za vsak element odlociti, ali spada v mnoZico ali ne. MnoZice si

grafi¢no predstavljamo z Vennovimi diagrami® (slika 1), Kkjer posamezne tocke
predstavljajo elemente mnozice.

Primer:
Na sliki 1 je narisana mnozica A z dvema elementoma «, in a,, a, € A, a, € A. Element
b pa ne spada v mnozico, torej b ¢ A.

Slika 1: Mnozica A z elementoma «, in a,
¢

MnoZice opisujemo na dva nacina:

a) navedemo elemente, ki sestavljajo mnozico in sicer
- Ce je elementov malo, nastejemo vse,
- Ce je elementov veliko, zapiSemo le nekaj zacetnih, vendar toliko, da je iz
zapisa razvidno, kateri elementi sledijo dalje,

b) navedemo lastnost, ki povezuje elemente mnozice.

1 John Venn (1834 — 1923), britanski matematik in filozof
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Primer:
Zapi$imo mnozice A, B, Cin D, ¢e:
a) mnozica A vsebuje elemente a , a,, a, in a,,
b) mnozica B vsebuje naravna Stevila od 1 do 10,
c) mnozica C vsebuje vsa naravna $tevila od 1 do 1000,
d) elementi mnozice C so vse tocke (x, y) na realni ravnini, ki lezijo na kroznici

x> +y*=9.
Resitev:
a) A={a,a, a,8a,
b) B={1234,56,78,9,10}
¢) C={1,234,...,1000} ali C ={c|c<1000,ce N}
d) D:{(x,y)‘x2+y2:9;x,yeR}

Opomba: Z znakom N smo oznacili mnozico naravnih $tevil, z R pa mnozico realnih $tevil.
L X X J

Definicija: Mo¢ mnoZice je stevilo, ki pove, koliko elementov je v mnoZici. Moc¢ mnozice A
oznacimo m(A).

Ce ima mnozica kon¢no elementov, ji pravimo koncna mmnoZica, €€ 1ma mnozica
neskon¢no mnogo elementov, je neskoncna mnozica.

Mnozico, ki nima nobenega elementa, imenujemo prazna mnozica in jo oznalimo z
znakom . Mo¢ prazne mnozice je enaka nic: m(@) =0.

Definicija: Kadar je vsak element iz mnoZice B hkrati tudi v mnoZici A, se B imenuje
podmnoZica mnoZice A, kar oznacimo B < A (slika 2). Ce velja hkrati B A in AC B,
potem sta mnozici A in B enaki: A = B.

Slika 2: Mnozica B je podmnoZica mnozice A
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Definicija: Potenéna mnoZica P(A) je mnoZica, katere elementi so vse podmnozice dane
mnoZice A. K podmnoZicam Stejemo tudi prazno mnozico in mnoZico samo. Moc potencne
mnoZice je m P(A) = 2",

Primer:
Mnozica A={a,, a,,a,} ima tri elemente, zato ima njena potenéna mnoZica

24 — 23 — 8 elementov.

P(A):{@’ {al}, {az}’ {a3}, {awaz}’ {al,a3}, {az,a3}, {al’aZ’aS}}

¢e

Definicija: Mnozici, ki vsebuje vse mnozice kot svoje podmnozice, pravimo univerzalna
mnoZica (ali krajSe tudi kar univerzum) in jo oznacimo zZ znakom U. Vennov diagram za
univerzalno mnozico ima obliko pravokotnika (slika 3).

Slika 3: Vennov diagram za univerzalno mnoZico U

Definicija: Unija dveh mnozic A in B je mnozica, ki vsebuje vse elemente iz prve ali iz
druge mnozice. Unijo mnoZic A in B oznacimo takole: AUB .

Definicija: Presek dveh mnozic A in B je mnoZica, ki vsebuje tiste elemente, ki pripadajo
prvi in drugi mnozici hkrati. Presek mnozZic A in B oznacimo takole: ANB .

Unijo in presek lahko posplosimo na poljubno Stevilo mnozic:

AUAU - UA ={JA
AUAN A=A

Iz definicije unije in preseka lahko ugotovimo njune lastnosti:

1. komutativnost:
AuUB=BUA

(2.01)
AnB=BnA
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2. asociativnost:
(AuB)uC=AU (BuC)=AuBUC

1.02
(AmB)mC:Am (BmC):AmBmC (1.02)

3. distributivnost:
AU (BNC)=(AuUB) n (AUC) (1.03)

An (BuC)=(AnB) U (ANC)

Primer :
Dani sta mnozici 4 = {1, 2, 3} in B= {1, 2, 4, 6}.
Dolo¢imo: a)AuB, b)ANB, c) P(A), d) m(B).
Resitev:
a)AuB={ZL 2,3 4, 6}
by AnB= {l, 2}
o) P(4) ={2.{1}.{2}. {3} {12} {1.3},{2.3}.{1.2.3}}
d) m(B)=4
I X X
Primer:

Na ravnini (X, y) je dana mnoZica
A={(Xy);x+2y<40, 2x+y <40,x+y <25x>0,y>0} .

Nari$imo to mnoZico tock v pravokotnem koordinatnem sistemu.

Resitev:
Izrazi x+2y <40, 2x+y<40,x+y<25x>0iny>0 so polravnine na ravnini (x, y).

Skupen presek vseh petih polravnin je mnoZica vseh to€k na ravnini znotraj in na robu
petkotnika, oznaCenega na sliki 4.

10
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40 |

30 T

10

0 10 2(& N30 40 X
Slika 4: Grafi¢ni prikaz mnozice
A={(Xy);x+2y<40, 2x+y <40,x+y <25x>0,y>0}
XX

Definicija: Razlika mnozic A in B je mnoZica, ki vsebuje vse tiste elemente, ki so v mnoZici
A, niso pa v mnoZici B. Razliko oznacimo A\ B in preberemo "A minus B" ali tudi “A brez
B”. Podobno lahko vpeljemo razliko B\ A.

Definicija: Komplement mnozice A glede na univerzum U je mnoZica, ki vsebuje vse tiste
elemente, ki so iz mnozice U, vendar pa niso v A (slika 5). Znak za komplement je 4,

véasih pa tudi A€.

|

Slika 5: Mnozica A in njen komplement 4

Iz definicije komplementarne mnozice izpeljemo nekatere uporabne relacije:

11
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AUA=U (1.04)
ANA=C (1.05)
AuU =U (1.06)
AnU =A (1.07)
U=3 (1.08)
F=U (1.09)
AUB=ANB (1.10)
ANB=AUB (1.11)

Lastnosti (1.10) in (1.11) se imenujeta De Morganovi pravili.

Definicija: Kartezi¢ni produkt A x B nepraznih mnozic A in B je mnoZica, katere elementi
SO vsi mozni urejeni pari, pri cemer je prvi element iz vsakega para iz prve in drugi
element iz druge mnozZice.

AxB:{(a,b); acA, b EB}

Stevilo elementov (moc) kartezicnega produkta je enaka produktu moci prve in moci druge
mnozice

m(Ax B)=m(A)- m(B) (1.12)

Primer:
Mo¢ mnozice 4= {al, az} je m(A4) =2, mo& mnoZzice B = {bl, b,, b3} je m(B)=3.
Kartezi¢ni produkt teh dveh mnozic je mnoZica 6 urejenih parov:

AxB= {(a1 ,b, ), (a] ,b, ), (a1 ,b, ), (az,b1 ), (az,b2 ), (a2 ,b, )}

Resje  m(AxB)=m(A4)-m(B)=2-3=6.
LA R4

Kartezi¢ni produkt dveh mnozic lahko predstavimo tudi graficno v pravokotnem
koordinatnem sistemu na ravnini. Elementom prve mnozice priredimo tocke na vodoravni
osi, elementom druge mnoZice pa priredimo tocke na navpicni osi. Elementi kartezicnega
produkta, ki po definiciji pomenijo urejene pare, kjer je vedno prvi element iz prve, drugi
element pa iz druge mnoZice, predstavljajo tocke na ravnini.

Primer:
V pravokotnem koordinatnem ravninskem sistemu nariimo mnoZici 4={a,,a,} in

B={b,, b,, b, } ter njun kartezi¢ni produkt 4x B.

12



POSLOVNA MATEMATIKA

ReSitev:
B A
(al abs) (az ’b3)
b3 ® ®
(al b2) (azabz)
b, ® °
(al bl) (aZ’bI)
b, ® ®
>
a, a, A
Slika 6: Kartezi¢ni produkt mnozic A={a,,a,} in B={b,,b,,b,}
[ X X 2

1.2 Stevilske mnoZice

V tem poglavju si na kratko oglejmo mnozice, katerih elementi so Stevila. Gre za
naslednjih pet mnozic: mnozica naravnih stevil, mnozica celih stevil, mnozica racionalnih
Stevil, mnozica realnih stevil in mnozica kompleksnih stevil in jih zaporedoma ozna¢imo
N,Z,R,QinC.

Za¢nemo z najpreprostejSo mnozico naravnih Stevil in nato pojem Stevila razSirimo na cela
Stevila, nato na racionalna Stevila, pa na realna Stevila in kon¢no vpeljemo Se kompleksna
Stevila. Pri tem je vsaka mnozica podmnozica naslednje: NcZcQcRcC.

1.2.1 Naravna Stevila

Naravna Stevila so tista, s katerimi Stejemo predmete, torej 1, 2, 3 itd., kar oznacimo
N :{1,2,3,4,. . } Naravna Stevila so urejena po velikosti, kar pomeni, da za poljubni Stevili

a,beN velja natanko ena od moznosti: @ je manjsi, enak ali veéji od b, kar zaporedoma
oznafimo: a <b, a=b in a>b.

Naravna $tevila so sestavljena iz sodih ali parnih $tevil: S={2,4,6,...} ter lihih ali neparnih
Stevil: L={1,3,5,..} z lastnostjo N=SuUL.

13
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V mnozici naravnih $tevil sta vedno izvedljivi racunski operaciji sestevanje in mnoZenje.
To pomeni, da sta za poljubni naravni $tevili a,beN tudi njuna vsota a+5 in njun

produkt @ -b vedno naravni $tevili, torej elementa mnozice N.
Odstevanje in deljenje v mnozici naravnih $tevil nista vedno izvedljivi. Razlika a -5 je
naravno S$tevilo le, ¢e je a > b, kolicnik a : b pa je naravno Stevilo le, ¢e je a veckratnik

Stevila b, torej a=mb inje meN.
Za operaciji seStevanje in mnozenje velja pet osnovnih racunskih zakonov:

1. Zakon o zameni ¢lenov (komutativnost za sestevanje): vsota je komutativna, neodvisna
od vrstnega reda ¢lenov

a+b=b+a
2. Zakon o zdruzevanju ¢lenov (asociativnost za seStevanje): vsota je asociativna
(a+b)+c=a+(b+c)

3. Zakon o zameni faktorjev (komutativnost za mnozenje): produkt je komutativen,
neodvisen od vrstnega reda faktorjev

ab=ba
4. Zakon o zdruzevanju faktorjev (asociativnost za mnozenje):
(ab)c=a(bc)
5. Operaciji seStevanje in mnozenje povezuje raz¢lenitveni (distributivnostni) zakon:

(a +b)c=ac+bc

Definicija: Naravno Stevilo, ki je deljivo le z 1 in s samim seboj, imenujemo prastevilo.

Prastevila so po vrsti: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, ..... itd. Stevilo 1 ni prastevilo. Prastevil je
neskon¢no mnogo.

Pri naravnih Stevilih lahko nekatere trditve enostavno in efektno dokazemo z aksiomom
popolne indukcije, ki pravi:

Ce neka lastnost velja za prvo naravno §tevilo 1 in ob predpostavki da velja za n, velja tudi
za n+1, tedaj velja ta lastnost za vsa naravna stevila.

Primer:
Dokazimo, da za vsako naravno Stevilo velja tale formula za vsoto kvadratov

14
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n 2 n(n+1)(2n+1)

k=1

Resitev:
Napisimo zgornji izraz v obliki:

P +2° 43+ - 40’ :n(n+1)6(2n+1)

1-(1+1) (2-1+1)
6

Sedaj je potrebno Se dokazati, da ob pogoju, da formula velja za n, velja tudi za n+1. Za
(n+1) zapiSemo vsoto kvadratov

Za n=1 je ta enacba izpolnjena: 1=

=1=1

1)(2n+1
2422437+ o 402 4 (n+1) =n(n+ )J@n+1)

2
+(n+1)
Izraza na desni strani enacbe sestejejemo, preuredimo in dobimo

(n+1)(2n* +7n+6)

42243+ - 40’ +(n+1)" = .

Troclenik na desni strani razstavimo 2n° +7n+6 = (n + 2) (2n+3) in ga zapiSemo takole:
2n* +Tn+6=(n+2)(2n+3)= (n+1)+1- 2(n+1)+1

Na ta nacin dobimo

12+2%24+3% ¢+ ---+(n+1)2= (n+1) (”+1)+61 2(n+1)+1

Ta zapis je identiCen zapisu za n, ¢e namesto N pisemo (n+1). Ker prvotni izraz velja za
n =1 in ob predpostavki, da velja za n, tudi za (n+1), velja torej za vsako naravno Stevilo
n. Stem je trditev dokazana.

L X X

15
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1.2.2 Cela stevila

Cela stevila dobimo tako, da naravnim $tevilom dodamo Stevilo ni¢ ter negativna Stevila
-1,-2,-3,—4, ... . Stevilo 0 je rezultat odstevanja dveh enakih S$tevil, negativno celo

Stevilo —x, x eN paje Stevilo, za katerega velja: (—x)+x =0. Ce pomeni Z* =N

mnozico pozitivnih celih Stevil in Z~ mnozico negativnih celih $tevil, lahko zapiSemo
mnozico celih Stevil kot unijo mnozic Z*, Z~ in mnoZice z enim elementom — §tevilom 0,
torej: Z=2"U{0}uZ".

V mnozici celih Stevil je poleg racunskih operacij seStevanja in mnozenja vedno izvedljiva
tudi racunska operacija odStevanje.

Stevila upodabljamo s tockami na §tevilski premici. Na premici izberemo poljubno tocko,
Ki naj predstavlja stevilo 0. Desno od te to¢ke izberemo poljubno tocko, ki predstavlja
Stevilo 1. Daljica, ki veze ti tocki, pomeni enoto, to je razdaljo med dvema sosednjima
celima Steviloma. To pomeni, da to daljico nanaSamo na Stevilsko premico od tocke 1 dalje
v desno in dobimo tocke, ki predstavljajo tevila 2, 3 itd. Ce pa daljico nanasamo po
premici od tocke 0 v levo, dobimo nove tocke, ki predstavljajo negativna Stevila
-1,-2,-3,—4, ... (slika 7).

-2 -1 0 1 2 3 . St. premica

Slika 7: Grafi¢ni prikaz celih Stevil

1.2.3 Racionalna Stevila

. . o o a . . -
Racionalna stevila zapiSemo v obliki ulomkov 5 Kjer sta stevec a in imenovalec b

poljubni celi stevili, le imenovalec ne sme nikoli biti enak 0, torej
a
Q={ Z | ael, beZ, b;tO}

Ulomke uvedemo zato, da je poleg seStevanja, odstevanja in mnozenja, vedno izvedljiva
tudi racunska operacija deljenje.

Mnozica celih Stevil je podmnozica mnozice racionalnih Stevil. Vsako celo Stevilo moremo
zapisati v obliki ulomka, v katerem je imenovalec enak 1, npr.:

16
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T G S

Ulomke, ki imajo v imenovalcu potence $tevila 10, lahko zapiSemo v obliki decimalnih
Stevil, npr.:

i=O,1, i:0,01, L=0,001, £=29-i:29-0,001:0,029 itd.
10 100 1000 1000 1000

Vrednost ulomka se ne spremeni, ¢e Stevec in imenovalec pomnozimo (ali delimo) s
poljubnim, od 0 razliénim Stevilom (razsirjanje 0z. krajsanje ulomkov).

a0 (1.13)
b mb
ka _a  pio (1.14)
kb b

Ulomke lahko seStevamo in odstevamo le, ¢e imajo enake imenovalce. Tedaj velja:

atc

+2 = (1.15)

oo
oo
U‘

Kadar imenovalci niso enaki, s pravilom (1.13) tvorimo rajmanjsi skupni imenovalec in
nato seStevamo/odstevamo po pravilu (1.15).

+
ayc_adrhe (1.153)
b d bd
Racunski operaciji mnoZenje in deljenje ulomkov pa sta doloceni takole:
a.c_g (1.16)
b d bd
a ¢ ad
Z. o= c#0 1.17
pio=g (c20) (1.17)

Primer:
X—Yy
X2 +y?

Poenostavimo izraz [Xer_ 2X ]
X X—y

17
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Resitev:

2 2

x+y  2x ) x-y _(x+y)(x-y)-2x" x-y
X* +y? X(x-y) X +y

X  X-y - -

x(x—y)(x2 + y2) - x(x—y)(x2 +y2) -

(x* =y =2x)(x=y) (X +y*)(x-y) 1
‘o0

Stevilska premica je z racionalnimi Stevili pokrita “skoraj v celoti”. Ko zasedemo tocke
Stevilske premice z racionalnimi Stevili, ostanejo nekatera mesta Se "prazna". Te toCke torej

ne predstavljajo racionalnih Stevil. Vsem takSnim Stevilom, ki niso racionalna, pravimo
iracionalna $tevila - ozna¢imo jih Q’. Iracionalna Stevila so torej vsa tista Stevila, ki jih ne

moremo zapisati v obliki ulomka (oz. v obliki kon¢nega ali neskon¢nega periodi¢nega
decimalnega Stevila). To so npr. +2, +4/3, +log2, +e, *m, ...

1.2.4 Realna Stevila

Realna Stevila dobimo tako, da racionalnim Stevilom dodamo Se vsa iracionalna Stevila.
Torej velja R=QuUQ’. Vsaka tocka Stevilske premice predstavlja natanko eno realno

Stevilo. Realna Stevila pokrivajo vse tocke na Stevilski premici.
V mnozici realnih Stevil so osnovne raCunske operacije (seStevanje, odStevanje, mnozenje,

deljenje) neomejeno izvedljive.

Definicija: Vzemimo poljubno realno stevilo a in poljubno naravno stevilo n, torej aeR
in neN . Produkt

a-a-a--a=a

n—krat

imenujemo potenca z osnovo a in potencnim eksponentom n.

Poten¢ni eksponent je lahko tudi negativen ali enak 0. Potenca je tedaj za a = 0 definirana
tako:

a" = : a’ =1 (1.18)

18
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Definicija: Vzemimo poljubno nenegativno realno stevilo a in poljubno naravno Stevilo n,
1 1

torej acR, a>0, neN . Potenci a” pravimo n-ti koren Stevila a in zapisemo a” =*%/a .
Stevilo a se imenuje radikand, Stevilo n pa korenski eksponent ali stopnja korena.

Potenco, kjer je ekponent racionalno Stevilo, zapiSemo v obliki korena:

m m
n m n

a" =\a" a

g = . a#0 (1.19)

Za raCunanje s potencami pri poljubnih realnih eksponentih veljajo pravila:

am al’l =am+n (1.20)
a”: a" = an =a"™" (1.21)
a
(@") =a"" (1.22)
(ab)" =a" b" (1.23)
a n an
Primer:
. . a’bc
Poenostavimo izraz  (a’ b7 ¢) :———
ab” ¢
Resitev:
(abc) a’bc _ a7 ab®c? a’bcab®c? a’cada’® a°
“abc? a~bc a~bc b’b’c’bc  b'c?
XX
Primer:

Skréimo izraz \/azbc’l - 3ab2c? : §ahc

Resitev:
S koreni ra¢unamo podobno, kot s potencami:

19
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a’bc™
Jalhc™ : %/a’lb’zc3 - §la?bc® = =
g/aflbfzcs 6 a2b073

N
_. (aZbc 1) i g/ 2°hc YT oot ab

(a‘lb‘zc3 )2 (azbc‘3) a’b”c’a’hc c

XX
Primer:
3
Skréimo izraz 3\/a\/a\/z -2 1 a’a? .
Resitev:
J 3
34/ayava —2\a%? =3%a‘a’a-2{a’\a® =3 {a’ -2 Yfa'a’ =4/’
XX

Definicija: Logaritem stevila b, beR, b>0, pri osnovi a, aeR, a>0, a=#1, je
eksponent, s katerim je treba osnovo a potencirati, da dobimo Stevilo b. Logaritem
zapiSemo v obliki x =log, b (preberemo: "x je logaritem stevila b pri osnovi a"). Stevilu b

pravimo logaritmand.
Po definiciji je torej x =log, b resitev enacbe a* = b, kar zapisemo tudi

a =p (1.25)

Pri racunanju z logaritmi veljajo pravila:

log, (bc)=log, b+log, ¢ (1.26)
b

log, (—j =log,b—log, c (1.27)
c

log,b" =nlog,b (1.28)

Uporaba logaritmov torej mnozenje prevede v seStevanje, deljenje v odStevanje in
potenciranje v (eno) mnozenje. Zaradi teh lastnosti so bili v€asih logaritmi neprecenljiv
pripomocek pri praktiénem numeri¢nem ra¢unanju, npr. v fiziki, astronomiji. Z razvojem
racunalnikov pa so ta pomen izgubili.

Ko je osnova logaritmov $tevilo deset (a =10), govorimo o desetiskih logaritmih. Pri
desetiskem logaritmu osnove ne pisSemo: log,, b =logb . Ko je osnova logaritmov enaka
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Stevilu e~ 2,718, govorimo o naravnih logaritmih, ki jih piSemo z znakom Inb, torej
log,b=1nb.

Primer:
e 2a’b’
Logaritmirajmo izraz x = ¢ .
4 c—z
Resitev:

Uporabimo pravila (1.26) — (1.28) in zapiSemo

log x = log e/F _glogF_g(log(Za b )—Iog(«/c ))_
:%[I092+3Ioga+2|ogb—(—%jlogc}=

:%{Iog2+3Ioga+2|ogb+%logc}

[ X X 2
Primer:
Resimo enacbe:
a) x=log, 64
1
b) log,x= -3

C) logx%: 3

Resitev:
Vse tri logaritemske enacbe reSimo tako, da upoStevamo definicijo logaritma, torej
enakovrednost zapisov: x =log, b ina* =b.

a) x=1log, 64
4% = 64
4* =4 =x=3

1
b) log,x= -3
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¢

Definicija: Absolutna vrednost realnega Stevila je dolocena z izrazom

| a, a>0 (1.29)
|a|— —a, a<0 '

Torej je |a|20 za vsako realno Stevilo a. Absolutna vrednost realnega Stevila

geometri¢no pomeni razdaljo od tocke, ki predstavlja dano $tevilo, do tocke, ki predstavlja
Stevilo 0 na Stevilski premici.

Primer:
Stevili —2,5 in +2,5 sta od to¢ke 0 enako oddaljeni, zato je | -25

¢

25|=25.

Definicija: Intervali so podmnoZice realnih Stevil. Loc¢imo naslednje tipe intervalov:

e zaprti interval [a,b]={X/xeR,a<x<b}
e odprti interval (ab)={x|xeR,a<x<b}
e delno zaprti interval [a,b)={x|xeR,a<x<b}

ali (ab]={xxeR,a<x<b}

Stevilo a je spodnja, Stevilo b pa zgornja meja intervala. Razlika b—a je dolina
intervala.

Graficno:

zaprti interval: O —————————————————— a,b

odprti interval: _o<_>o_ (a,b)

delno zaprti interval: —04__0— (a,b
a b
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Primer:
Resimo neenacbo | x—1 | <2, (xeR).

Resitev:
Po definiciji (1.29) velja

x—1 za x—120
x-1]=
—(x—l) za x—1<0

Neenacba, Ki jo reSujemo, zaradi tega razpade na dva sistema neenacb:

. x—-1L2 1. —(x—1)£2
x—=1=20 x—1<0

Resitev prvega sistema so vsa realna Stevila, ki so hkrati manjSa ali enaka 3 ter vecja ali
enakal, torej 1<x<3 (alixe L3).

Resitev drugega sistema so vsa realna Stevila, ki so hkrati manjSa ali enaka 1 ter vecja ali
enaka -1, toje —1<x<1 (ali x € —1,1)).

Resitev zaCetne neenacbe so vsa tista realna Stevila, ki so na prvem ali na drugem intervalu.
Iskana reSitev so vsa realna Stevila iz unije obeh intervalov —1, 1) U 13 =-13, torej
xe-13.

L X X J

Definicija: Naj bo a poljubno realno stevilo (a€R), & pa poljubno majhno pozitivho
realno Stevilo (e R"). Odprti interval (a—&, a+¢&) imenujemo &— okolica tevila a.
Grafi¢ni prikaz je dan na sliki 8.

O~} e
a—¢& a a+¢&

Slika 8: &— okolica realnega Stevila a
Vsa realna Stevila, ki pripadajo & — okolici Stevila a, zado$¢ajo neenacbi | xX—a | <e.

Primer:
Na stevilski premici nariSimo ¢ — okolico Stevila 3, ¢e je £=0,05.

Resitev:
0,05 - okolica Stevila 3 je odprti interval (2,95, 3,05). Vsa realna Stevila x, ki pripadajo

temu intervalu, ustrezajo neenacbi | x —3| < 0,05.
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QGrafiéno:

2,95 3 3,05
¢

Realna stevila lahko zapisujemo v razli¢nih Stevilskih sistemih. V vsakdanjem Zzivljenju
uporabljamo desetiski ali decimalni sistem, kjer operiramo z desetimi ciframi 0, 1, 2, 3, 4,
56,7 8in9. Ce oznatimo cifre levo od decimalne vejice z znaki ¢, , 0< ¢, <9, desno
od decimalne vejice pa z znaki ¢, , 0<c¢ , <9, ie N, lahko realno $tevilo a zapiSemo v
obliki

a=c¢.C,, " "CCyyC,C, " (1.30)

n

Stevilo ¢, ¢, , -+- ¢, ¢, predstavlja celi del stevila a, cifre ¢, ,c_, ,--- pa so decimalke, ki

tvorijo decimalni del Stevila.

n—1

Ker je osnova decimalnega sistema Stevilo 10, pomeni zapis Stevila (1.30) naslednje:

A=C,Cpy"""CCyyCCyr=

10"+ 10+, 10° +
1 2 (1.31)
+c 107" +¢c, 107 + ¢, 107+

n—1

=c, 10" +¢c

Primer:
Stevilo 12369,875 v desetiskem sistemu pomeni

12369.875=1-10" +2-10° +3-10* +6-10' +9-10° +8-10" +7-10> +5-10°
[ X X 2

Stevilski sistemi so lahko razli¢ni. Dvojiski (binarni) sistem ima osnovo 2 in uporablja le
dve cifri 0 in 1, trojiski sistem ima osnovo 3 in ima na razpolago tri cifre 0, 1 in 2 itd...

Primer:
Stevilo 99 v desetiskem sistemu napisemo v dvojiskem sistemu s ciframa 0 in 1 in s
potencami Stevila 2:

99 =1-2°+1-2°+0-2* +0-2° +0-2> +1-2' +1-2° = 1100011

¢ee

(10) (2)
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Primer:

“ . 4 o ) o oy . . . .
Stevilo 345 v desetisSkem sistemu zapiSemo v trojiSkem sistemu s ciframi 0, 1 in 2:

342 1.340.342.341.3+1.3141.37 =102111,

9(10)
I X X J

1.2.5 Kompleksna Stevila

V mnoZici realnih Stevil sicer lahko uporabljamo vse osnovne racunske operacije, zaplete
pa se Ze pri resitvi preproste ena¢be x* +1=0, ki jo lahko zapisemo tudi v obliki x* =—1.
Kvadrat poljubnega realnega Stevila je vedno pozitivno $tevilo, torej ne obstaja nobeno
tako realno Stevilo, katerega kvadrat je Stevilo —1. To pomanjkljivost odpravimo s tem, da
definiramo Stevilo i, Ki ga imenujemo imaginarna enota. Imaginarna enota je torej resitev
enatbe x° +1=0, zato velja i*> = —1.

Definicija: Kompleksno Stevilo a je urejen par realnih Stevil o.=(a,b), a,beR, kar
obicajno pisemo v obliki: o = a + bi . Pri tem je i imaginarna enota.

Realnemu Stevilu a pravimo realna komponenta, realnemu Stevilu b pa imaginarna
komponenta kompleksnega stevila.

Opomba: Kompleksna Stevila pri uporabi v tehniki velikokrat oznac¢imo tudi takole:
Z=X+liy .

Definicija: Kompleksnemu Stevilu o =a+bi lahko priredimo konjugirano kompleksno
Stevilo o (vcasih tudi a*), ki se od prvotnega kompleksnega Stevila razlikuje le v
predznaku imaginarne komponente: a =a —bi.

Primer:
Zapisimo konjugirana kompleksna Stevila naslednjim kompleksnim Stevilom: o =2+4i ,
p=3-2i, y=-1-5i, 6=-5+2i.

Resitev:

Po definiciji konjugirano kompleksnega Stevila velja:
oa=2-4i, =3+2i, y=-1+51, 6=-5-2i.

L X X

S kompleksnimi S$tevili seveda tudi ra¢unamo. Osnovne racunske operacije izvajamo
podobno, kot pri ra¢unanju z dvocleniki, pri ¢emer upoStevamo - Ko je potrebno - da je

i’ =—1.
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Naj bosta a =a +bi in f=c+di dve kompleksni §tevili. Osnovne ra¢unske operacije so
definirane takole:

e seStevanje, odstevanje:

atfB=(a+bi)t(c+di)=(atc)+(bxd)i (1.32)
e mnoZzenje:

a f=(a+bi)(c+di)=(ac—-bd)+(bc+ad)i (1.33)
Pomnozimo kompleksno Stevilo a=a+bi z njemu prirejenim konjugiranim
kompleksnim $tevilom o =a —bi.

ad =(a+bi)(a—bi)=a*-b%*=a’+b?

Vidimo, da je takSen produkt vedno realno Stevilo:

a-a=a’+b*eR (1.34)

e deljenje nam omogoca lastnost (1.34):

g_(a+bi)(c—di)_ac+bd bc—ad . 820 (134)

o’
- Jij - (c+di)(c—di) S +d? +02 +d’ a

=R

Primer:
Dani sta kompleksni Stevili @ =2—3i in f=3-5i. Izratunajmo vsoto, razliko, produkt

in kvocient teh dveh Stevil!

Resitev:
a+pf=(2-3)+(3-5)=5-8i
a-p=(2-3)-(3-5)=-1+2i
a B=(2-3i)(3-5))=6-19 +151> =—9—19i
a _2-3i 2-3i 3+5 _ 6+i-15" _20+i_ 21 1
B 3-5 3-5 3+5  9-25° 34 34 34
LA A 4
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Za potence imaginarne enote je mogoce ugotoviti zanimivo in predvsem uporabno
lastnost. ZapiSimo nekaj potenc:

i’ =-1
PP=it Q=i
it =i’i=1
PP =iti=i
=i i=-1
iT=i% 0=
it=i"i=1
iD= i=i
10 ig'i:—l
10
2

Splosno velja:
i*“=1keN

Ko je potencni eksponent n poljubno naravno Stevilo, ga lahko zapiSemo v obliki
n =4k +m,Kjer je k e N, m pa lahko zavzame vrednosti 0, 1, 2 ali 3.
Od tod sledi formula za potenco imaginarne enote:

-n Ak+m .m
I =1 =1

Kompleksna Stevila riSemo v kompleksni (Gaussovi) ravnini.

Na vodoravni osi odmerimo velikost realne komponente a, na navpi¢ni osi pa odmerimo
velikost imaginarne komponente b. Kompleksno Stevilo o =a+bi je tocka na ravnini
(slika 9).

|m“

a=a+bi

0 a Re
Slika 9: Kompleksna ravnina
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Definicija: Absolutna vrednost kompleksnega Stevila o (oznacimo jo z |a| ) je dolzina

daljice, ki veze koordinatno izhodisce ter tocko v ravnini, ki predstavlja dano kompleksno
Stevilo. Iz slike 9 vidimo, da je

|a|=va’+b* = Jaa (1.36)
Primer:

Pokazimo, da za poljubno kompleksno stevilo o € C velja: | a |2 =aa.

Resitev:
Ce pisemo kompleksno §tevilo v obliki o = a +bi, je leva stran zgornje relacije

| a |2 =(\/a2 +b’ )2 =a’ +b’

in desna stran
ao= (a +bz')(a —bi) =a’ +b’

. .. . . . 2 —
Leva in desna stran relacije sta enaki, torej res velja | a | =aa.
XX

Kompleksna Stevila lahko zapisemo tudi v polarni ali trigonometri¢ni obliki:
a =| a|(cosg+ising) (1.37)
Formulo (1.37) dobimo, ko upostevamo (glej sliko 10) zvezi:

()_A=a=|a|005(p in O_B=b=|a|sing0

Kot ¢ dobimo iz zveze: tgp =—.
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B cax=a+bi

o] a A Re

Slika 10: Kompleksno $tevilo @ =a+bi v kompleksni ravnini

Primer:
Zapisimo kompleksno $tevilo y = —1 +i+/3 v polarni obliki.

Resitev:
Kompleksno Stevilo bomo zapisali v obliki y =| 4 | (cosg +ising), zato potrebujemo

velikost tega Stevila in kot ¢. Tangens kota je negativen: tgp = b = £T =3, torej je
a p—
kot v drugem ali Cetrtem kvadrantu. Iz slike 11 vidimo, da je kot v drugem kvadrantu, torej
2
je p=120" = 2?7[ Ker je |7|=+y(-1)’ +(\/§) =2, je polarni zapis danega

kompleksnega Stevila

. 2r .. 2«
7:| 7|(COS(0+151H(P)=2(COS?+zsm?).

o -

1 ol 1 Re

Slika 11: Kompleksno $tevilo y = —1 +i/3
I X X J
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Potenco in koren kompleksnega $tevila racunamo po Moivrovih? formulah

a" =(a" (cosnp+isinng),ne N (1.39)

o =1 a|(cos“’+2”k+isin¢+27d‘], k=0,1,2,..,n—-1  (140)
n

n

Primer: Izradunajmo &', eje a=1+i+/3.

Resitev:

Zaradi |a| =2in tgp = NEES Q= % dobimo po formuli (1.39)

(1+iV3)" = 2'°(cosloTﬂ+isinloTﬂ-) = 1024(—0,5— 0,8661) = —512 — 886,81

LA X4

Primer: Re§imo ena¢bo z° —2(1 +i\/§) =0, kjer je z kompleksno $tevilo, zeC..

Resitev:
Zgornjo enacbo lahko zapiSemo v obliki z=31/2(1+i\/§). Tretji koren bomo dobili s
pomocjo formule (1.40)za k=0, 1in 2:

% =3 | (04 | (Cos@ +1i sin(p+32ﬂk)

Z «a smo oznaCili kompleksno S$tevilo pod tretjim korenom, torej a:2(1+i\/§).

Potrebujemo |a| in kot ¢:

|a|:,/22+(2\/§)2 =4, tg¢:¥:\/§.

Kompleksno Stevilo o = 2(1+ i3 ) lezi v prvem kvadrantu, zato je ¢ = % .

Od tod so resitve:

e zak=0:
3)+2x-0 3)+2x-0
zl=§/Z(cos;:/3%+isin%}::E/Z(cosgﬂsingjz1,492+0,543i

2 Abraham de Moivre (1667 — 1754), francoski matematik
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e zak=1:

z, =4 (cos%” +isin%”j ~—1216+1,020

o zak=2:
z, =4 (cosl%” +isin13Tﬂ) ~—0,276 1,563 i

Absolutne  vrednosti vseh treh kompleksnih Stevil so med seboj enake:
=3/4 ~1,587. To pomeni, da so reSitve enacbe taksna kompleksna Stevila,

|Zl| = |Zz| = |Z3

ki leZe na kroznici s polmerom r ~ 1,587 (slika 12).

Im A

Z3
Slika 12: Koreni enagbe z* —2(1+ z\@) =0

¢e0

1.3 Upodabljanje mnozic

Naj bosta dani mnozici A in B. Ce poznamo neko pravilo, po katerem pripada vsakemu
elementu iz mnozice A natanko dolocen element iz mnoZice B, pravimo, da smo mnozico
A s tem pravilom upodobili v mnozico B.

Definicija: Upodobitev (preslikava) mnozice A v mnozico B je pravilo, ki vsakemu elementu
a prve mnozice priredi neki element b druge mnoZice.
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Upodobitve obi¢ajno ozna¢imo s ¢rkami f, ¢, U, ... in zapiSemo na razne nacine:

,
A—>B ali f: A>B ali a—> f(a), acAd, f(a)eB

Elementu a € 4, ki ga preslikavamo, pravimo original, elementu b B, ki ustreza
elementu a, pa pravimo slika elementa a in ga ozna¢imo b = f(a). Mnozico A imenujemo

definicijsko obmodje upodobitve f .V mnozici B niso vedno vsi elementi slike elementov
mnozice A. Tisti elementi mnoZice B, ki so slike elementov mnoZice A, tvorijo neko
podmnozico mnozice B, Ki jo imenujemo zaloga vrednosti upodobitve f. Zalogo vrednosti
oznaCimo f (A)

Grafi¢ni prikaz je na sliki 13.

Slika 13: Upodobitev mnozice A v mnoZico B

Mnozici A in B se lahko tudi ujemata. Ko je B= 4, je slika f(a) spet element mnozice A.
V tem primeru pravimo, da smo mnozico A upodobili vase.

Primer:
Cetrta potenca naravnega $tevila je vedno naravno $tevilo. Ce torej vsakemu naravnemu

Stevilu n priredimo njegovo &etrto potenco n*, smo upodobili mnoZico naravnih $tevil
vase.
L X X J

Definicija: Preslikava f: 4— B je

1. injektivna, ce se razlicni elementi mnozice A vselej preslikajo v razlicne elemente
mnozice B, torej Ce je f(al) =f(a2) leza a, =a,,

2. surjektivna, ce je vsak element b € B slika vsaj enega elementa a € A4, torej je
f(4)=B,

3. bijektivna (povratno enolicna), ce je hkrati injektivna in surjektivna.
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Primer:

Mnozica A (zaloga vrednosti) naj bo mnozica realnih Stevil, mnozica B pa naj bo mnozica
tock na S$tevilski premici. Upodobitev f je preslikava vsakega realnega Stevila v neko
toCko na Stevilski premici. Razli¢ni realni Stevili imata za sliko razli¢ni tocki na Stevilski
premici, zato je preslikava injektivna. Preslikava je tudi surjektivna, saj je vsaka tocka na
Stevilski premici slika nekega realnega Stevila. Ker je preslikava hkrati injektivna in
surjektivna, je tudi bijektivna.

(X X

Vzemimo mnozici A in B ter f: 4— B neko bijektivno preslikavo med njima. Tedaj
lahko vpeljemo Se pojem povratne ali inverzne preslikave.

Definicija: Preslikavo B — A, ki vsakemu elementu b € B priredi element a € 4, za
katerega je b= f(a), imenujemo povratna ali inverzna preslikava preslikave f . Povratno

. . -1
preslikavo oznacimo f .

f: A—> B, B=f(4)
f7i B> 4, A=f"'(B)

Pri povratni preslikavi /' : B — 4 dobimo iz slik b = f(a) originale a = 1" (b).
Primer: Zapisimo inverzne funkcije naslednjih funkcij:

a) y=f(x)=2x-3, b) y=f(x)=logsx, c)y=[(x)=sin2x.

Resitev:

Pri inverzni preslikavi f
funkcijo /' torej dobimo, ko zamenjamo vlogi mnozic X in Y , kar za na$ primer pomeni:

. Y- X preidejo slike elementov v svoje originale. Inverzno

a) y:f(x):2X—3:>X:fl(y):yT+3
b) J’:f(x)Zlogsx:x:f‘l(y)zg)y
¢) y=f(x)=sin2x = x= f—l(y):arcsziny

(X X 4

Definicija: Ce med mnozicama A in B obstoja povratno enolicna preslikava, imenujemo ti
dve mnozici ekvipolentni.

Definicija: Mnozica, ki je ekvipolentna mnoZici naravnih Stevil, se imenuje Stevna
mnoZica.
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Definicija: Preslikavo neke mnozice tock na premici (mnozZica A) v mnoZico realnih Stevil
(mnozica B) imenujemo realna funkcija.

Vsaka premica je tudi Stevilska premica, tako da je vsaka to¢ka na njej slika nekega
realnega Stevila. Zato smemo nadomestiti mnozico tock na Stevilski premici z mnozico
ustreznih realnih Stevil in obratno, vsako mnozico realnih Stevil imamo lahko za mnozico
toCk na premici.

Za mnozici A in B realnih Stevil smemo vzeti premici, ki ju postavimo pravokotno eno na
drugo tako, da se sekata v tocki 0 na obeh premicah. Premici Se orientiramo tako, da je
toCka 1 na vodoravni premici desno od tocke 0, na navpi¢ni premici pa nad tocko 0.

S tem sta na obeh oseh dolo¢eni tudi enoti (slika 14). Na ta nacin smo dobili pravokotni
koordinatni sistem v ravnini. Mnozici A dajmo ime X, mnozici B pa Y.

Preslikava f: X — Y tedaj dolo¢a mnozico parov {(x, f(x))| xeX, f(x) eY}, ki jih

imenujemo graf funkcije f. Elementom x X pravimo neodvisne spremenljivke,
elementom y = f(x) €Y pa odvisne spremenljivke.

Par (x, y=f (x)) doloca toc¢ko v koordinatnem sistemu. Vrednost x imenujemo abscisa,
vrednost y pa ordinata tocke.

|
y Tz(%a)’z)
7;(xla)ﬁ)
o 1 Y :f(xz)
Vi =f(xl)
— of 1 X
! 2

Slika 14: Pravokotni koordinatni sistem v ravnini

Primer:
Narisimo funkcijo y = 0,5x —1 in njeno inverzno (obratno) funkcijo.

Resitev:

Geometrijsko ponazarja funkcijo in njen inverzum ista krivulja, ¢e nanaSamo vrednosti
neodvisne spremenljivke prvi¢ na osi X, drugi¢ pa na osi y. Pri geometrijskem upodabljanju
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funkcij pa smo navajeni, da je vrednost neodvisne spremenljivke vedno abscisa, vrednost
funkcije pa ordinata tocke v koordinatnem sistemu. Zato obicajno v enacbi inverzne

funkcije spremenljivki zamenjamo in zapiSemo inverzno funkcijo v obliki y = f "(x).

Geometrijsko pomeni tak$na zamenjava spremenljivk zrcaljenje koordinatne ravnine preko
simetrale 1. in Ill. kvadranta. Slika funkcije in njene inverzne funkcije sta simetricni glede
na premico y =x.

V funkciji y:%x—l zamenjajmo vlogi spremenljivk, torej x:%y—l in od tod

y=2x+2.Funkciji y= % x—1 inverzna funkcija je torej funkcija y =2x+2.

Se grafi¢no:

yA
y=2x+2 S y=x
1
2 =—x-1
Y 2
1

<y

Slika 15: Grafa funkcije y:%x—l in y=2x+2

L X X

Vzemimo sedaj tri mnozice A, B in C in naj bo f upodobitev mnozice A v mnozico B, g pa
upodobitev mnozice B v mnozico C. Sliko elementa a € 4, to je b= f(a) € B lahko

preslikamo v element ¢ = g(b) e C. Na ta nacin pripada vsakemu elementu mnozice A

natanko dolocen element mnozice C, kar pomeni, da smo mnozico A preslikali v mnozico
C (slika 16).
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Slika 16: Sestavljena upodobitev

Primer:

Vzemimo funkciji f(x)=3x-2 in g(x)=2x+5. Obe funkciji sta definirani za vsak
realen x, zato obstajata tudi sestavljeni ali posredni (indirektni) funkciji £, =go f in
F, = fog, ki se glasita

F =g0f:g(f(x)):2f(x)+5:2(3x—2)+5=6x+1

F,=fog=f(g(x))=3g(x)-2=32x+5)-2=6x+13
LA R4

Primer:

Dani sta funkciji f(x)=-x*—-x+1 ter g(x)=2x+3. Zapi§imo posredni funkciji
Fi=gef inF=feog.

Resitev:

F=gof=g(f(x))=2f(x)+3=2(—x" —x+1)+3=-2x" —2x+5

F, =fog=f(g(x))=—(g(x))2 —g(x)+l=—(2x+3)2 —(2x+3)+1=
= —4x* —14x-11

Iz zgornjih primerov opazimo, da komponiranje funkcij ni komutativna operacija, torej v
sploSnem go f # fog .
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Naloge

1. 'V pravokotnem koordinatnem sistemu narisite mnozice:
A:{(x,y)| —1<x<2, —ZSySZ}

B:{(x,y) ‘ x> +y? 316}

C= {(x,y)

2 2
i<y, 42 21}

2. Pokazite, da za poljubne mnozice A, B in C veljata zvezi:

A\(BUC)=(4\B)\C
A\(BNC)=(4\B)U (4\C)

4. Naj bosta dani mmozici A={a,,a,,a,,a,,a;s,a, a,,a4,a,,a,}

B:{bl,bz,b3,a4,a5,a6}.

Preverite, ¢e je izpolnjena enacba m(AU B) + m( AN B) = m(A)+m(B).

4. Preverite veljavnost relacij:
(AUB)x C= (A X C)U (Bx C)

(ANB)xC=(4xC)N(BxC)
Ax(BUC)=(4xB)U (4xC)
Ax(BNC)=(4AxB)N(4xC)

o

6. Regite neenacbo (zapisi mnozico resitev): | x+3|>1, xeR.

~

Resite neenacbo: ‘|x|+1‘£3, xeR.

8. S popolno indukcijo dokazite pravilnost tehle trditev (obrazcev, formul):

: 1
a) zk=1+2+3+ +n=—n(n2+ )
k=1

1 1 1 1 n

Pokazite, da je razlika dveh celih Stevil deljiva z dve, ¢e je z dve deljiva njuna vsota!

o
b — —
)kz_;k(k+l) 12723 34" " T alnr)) ntl

9. Izracunajte:
x2—2xy—4y2_ x=2y

x° —16xy* xt +4x%y?
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3a+b 2a +3b 3a’ —ab — 6b*

b - +
) 3a’ —ab 12ab-—4b* 18a%b — 6ab*

10. Izraunajte:

2n+1 n+l n—1
xX+y 1
( J (x+yj (X"'J’)
3

b) 0,172 -(-02)" (— 5 40,257
3 4
0 2x’m 5y°n : (ﬂxzy_zj
3yn’ 6xm’ 3
11. Izraunajte:

a) \/azbc’1 a b2 1 YaPhe

) \/x+§+i\/_ \/§+\/\/:

12. Resite enacbe:

(=323
) (u—-u+=|-2=
2\ 2) 16

0) (1+T=x) "+ (1-T=) ' =2

2
0 (8+wj _8(8+wj+15=0
4—-w 4—-w

13. Resite enacbe:
a) 7x+5 :1
b) 52x+1 _ 134x+2 — 0
C) 2x+2 _3.2)(—] :5x+l _4.5x _3.5x—1

14. Resite enacbe:
a) 23x—4 . 2x+2 — Sx
b) 33x+2 _ 72x+] — 33x—2 _ 72x—]

C) 5/2x+1 _4/32x—1 :0

15. Resite enacbe:

o

b) 4\/; — 2x+l
c) log(x - JE) + log(x — \/5) = logx + log(x —1)
d) log(a +1)—log(2a —1) = —log3
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16. Resite enacbe:
a) log(2a +3)+log5a —2log(3—-a)=1

b) 11°¢* —{/1,04139° =0
c) 1+log5=1og8+1log2" — log(2" — 3)

17. Resite enacbe:

C) tg(% — SxJ =-1

d) log,, sinx+log  cosx =2

x> =5x? —4x+20

18. Okrajsajte ulomek: —; 3
x" —=5x7 —8x+40

2y —y* —16y+8

3

2y’ =3y° =3y +2

19. OkrajSajte ulomek:

20. Resite neenacbe:
a) x<| x|
b) | x+1|-3<|x-2|
C) | 2x+3|<|4x—3|

21. V kompleksni ravnini narisite mnozico tock, ki ustreza pogoju:
a) | a|<2 b) | a|=2 ) 1< | <2

2-3i —-1+2i 5+i

22. IzraCunajte: + — .
10 2(4+3i) 3-4

23. IzraCunajte:

a) v2-3i b) 5+ 12i

24. Dokazite, da je izraz

realno Stevilo, ¢e sta a in f kompleksni Stevili z
1+ apf

lastnostjo: | o |=| B|=1ter a f=—1.
25. Kompleksni stevili ¢ =1+ in f=—-1—i zapiSite v polarni obliki!

26. Resite enacbe (z €C):
a) z* +64=0
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b) z° :(l—i)
c) z* +5=0

27. IzraCunajte:

.110 .245 -200
a)i = +i +i

b) (1+)"™

C) l-1000+l-2001 +(_l_l)20

28. Danim funkcijam poiscite inverzne funkcije:

a) y=2x b) y=x" -1 c)y:L
x—1
d) y= 2x +31 e) y:ezx+l f) y=10g(x+l)
x—

29. Dani sta funkciji f,(x)=x>+1 ter f,(x)=—x+5. Zapisite posredni funkciji f; o f,
in f,o /!

30. Dani sta funkciji f(x)=+/x ter g(x)=x+1. Zapisite posredni funkciji £, = go f in
F=fog!

ReSitve

5. a+b=2k, acZ,bel ke k-bel
a—b=a+b-2b=2k-2b=2(k-b)

6. (—o0,—4)u(-2,) 0z. R\ 4,2

7. -2,0)u0,2=-2,2
8y3 25 -
9. a)- b) == (3a-b
: X (x* -16y") ) 1, Gad)
10. a) b) 305 ¢) 2L ymbn
(x—y) 200
11. a) abc™ b) 1
3
12. a) u,, = iZ b) x,, =43 c)w =1, w,=2
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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7" =7"=>x+5=0=>x=-5 b)x:—% c) x=2

) 2772 =5" = (4x—2)log2 = xlog5= x __2log2 1,192
4log2 —log5

b) 0,435 c) 1,006

a) x=4 b) x=1 c) x=2 d) a=2

5

a)azg b) x =1,06 c) x=1836

2) x1=(zk+1)%”, = (k49T keZ

b)xzk?ﬁ, kel C)x=(2k—1)%, kel

d) log,,, sinx =a = (cosx)” =sinx
. b
log;,, cosx =b = (sinx) = cosx
b
Vstavimo 1. enaébo v drugo: ((cosx)a) =cosx = ab=1. To je ena enacba za

neznana a in b. Drugo enac¢bo dobimo iz zacetne enacbe a +b=2.

Odtod: a=1, b=1,zatoje
. 1 .
log,,,, sinx =1= (cosx) =sinx
. 1
log,;,, cosx = 1= (sinx) = cosx
1z obeh enacb dobimo: sinx =cosx.
Ker sinx in cosx nastopata v logaritmu, mora biti resitev enacbe sinx = cosx

samo pozitivna: x = §+ 2k, kel”.

x+2

x2+2x+4

Y +2y+4

y+1

a) —oo < x <0 (resitev je lahko zapisana tudi v obliki x e (—oo, 0))

b) x (-, 2) c) x (—0,0 U 3,0)
—1-5 1
=—=—1
5 5
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23.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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+\/JE+2_i\/JE—2

i 2 2
g l _\/\/E+2 +l,\/\/ﬁ—z
2 2

a=x/§(cosz+isin£), p=
4 4

a) z, =2+2i, z,=-2+2i, z,=-2-2i,

b)z, = %2 cos(—£+k—ﬂ)+isin[—£+—
24 3 24

c) z, =4/5 cos(z+kﬁ)+ism( +k—
4 2 4 2

Nekatere zaporedne potence imaginarne enote so:
a) 110 4 27+2 :iz — _1 l-245 :l-4~61+1 :l- :l-4-50 :1
=" 420 =

b) 2%(cos257 +isin257) = 2% ~1,1259.10"

X ) x+1
a) y= 5 b) y" =x+1 _—
o|)y_3 L gyt py=107-

-2 2

fiofo=1i(fo(x))=x>—10x+26
fog=/r(gx)=vx+1 gof=g(f(x))=vx+1

a(

42

b) o, =3+2i,

T

z, =2-2i

ﬂ ke{0,1,2,34,5}
”ﬂ ke{0,1,2,3}

c) —1023+i

7)

5z ..
CcOS— +isin—
4

Srofi =f2(f1(X))=—X2 +4

a,=-3-2i



POSLOVNA MATEMATIKA

2 RACUNSKE TEHNIKE

2.1 Razmerja in sorazmerja

Razmerje definiramo kot nakazano deljenje stevila a s $tevilom b. Stevili a in b, ki ju
imenujemo ¢lena razmerja, sta sicer lahko poljubni realni Stevili, zaradi kasnejSih
vsebinskih razlogov (predvsem pri pri obrestnem ra¢unu) pa bomo zahtevali, naj bosta obe

Stevili pozitivni:a, b e R™. Postavimo e dodatno omejitev: b =0.
Razmerje oznac¢imo a:b ali tudi kot ulomek %.

Nakazano deljenje smemo izvesti - tedaj dobimo keli¢nik ali kvocient razmerja:

ab="=k (2.01)

a
b

Dve razmerji sta enaki, kadar imata enak koli¢nik. Ce izenadimo dve enaki razmerji, na
primer a :b =k in ¢ :d = k, dobimo enostavno sorazmerje

ab=cd (2.02)

Steviloma a in d v tem zapisu pravimo zunanja ¢lena, §teviloma b in ¢ pa notranja ¢lena
sorazmerja.

Primer:
Razmerji 10: 5 in 66 : 33 imata koli¢nik 2, zato sta enakovredni (ekvivalentni) in tvorita

sorazmerje

10:5=66:33
¢

Ce izenadimo ve¢ enakih razmerij, na primer a:d =k, b:e=k in c:f =k, dobimo

razSirjeno sorazmerje

ab:c=d:e:.f (2.03)
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Primer:
Razmerja 10:5, 66:33 in 14 :7 imajo koli¢nik 2, zato lahko iz njih sestavimo raz§irjeno

razmerje 10:66:14=5:33:7
XX

Zaradi definicij (2.01) in (2.02) veljajo za raCunanje z razmerji in sorazmerji tak$na pravila,
kot jih poznamo pri ra¢unanju z ulomki. Ta pravila so naslednja:

1. Oba clena poljubnega razmerja smemo mnoziti ali deliti z istim od ni¢ razlicnim
Stevilom:

a:b=ma:mb, m=#0 (2.04)
2. 'V poljubnem sorazmerju je produkt zunanjih ¢lenov enak produktu notranjih ¢lenov.
a:b=c :d=ad=bc (2.05)

3. Sorazmerje se ne spremeni, ¢¢ mnozimo ali delimo po en notranji in en zunanji ¢len z
istim od ni¢ razli¢nim Stevilom.

a:b=c:d=a:mb=c:md ali ma:b=mc:d,m=0

4. S ¢leni sorazmerja smemo napraviti poljubno zamenjavo, pri kateri ostaneta produkta
zunanjih oziroma notranjih ¢lenov nespremenjena.

a:b=c:d=d:b=c:aali c;a=d:balib:d=a:c

5. lz sorazmerja a:b = c.d sledijo naslednje enacbe:

(a+b):(c+d)=a:c (2.06)
(a+b):(c+d)=bd (2.07)
(a=b):(c—d)=a:c (2.08)
(a=b):(c—d)=b:d (2.09)

Prvo lastnost (2.04) ugotovimo tako, da razmerje piSemo kot ulomek in ga razsirimo s
poljubnim od nic€ razli¢nim Stevilom m.

a_ma =ab=ma:mb, m=#0

b mb
Drugo lastnost (2.05) dobimo podobno. Enacbo %25 pomnozimo s skupnim
imenovalcem bd in dobimo ad =bc. Ce namesto enaébe z ulomki pisemo enostavno

sorazmerje, res velja
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zapisano pravilo a :b=c:d = ad =bc. To pravilo, ki sorazmerje zapiSe kot enacbo,

uporabljamo v primerih, ko moramo izraziti enega od ¢lenov sorazmerja z ostalimi tremi.

Takoiz a:b=c:d dobimOa:b—c,b:ﬂ, c:ﬂ in d:@.

c b a

Preverimo sedaj tretjo lastnost. V sorazmerju a :b=c:d pomnozimo s Stevilom m =0
npr. zunanji ¢len a in notranji ¢len ¢, tako da dobimo sorazmerje ma :b = mc :d , od koder

sledi mad = mbc. Ker je stevilo m razli¢no od ni¢ (m # 0), lahko dobljeno enac¢bo z njim
delimo in dobimo ad =bc, kar je enako kot v prvotnem sorazmerju. Sorazmerji
a:b=c:d in ma:b=mc:d staresenakovredni.

Vzemimo spet sorazmerje a :b =c :d, za katerega je ad = bc . Produkta se ne spremenita,
¢e zapiSemo npr. sorazmerje b :d =a :c ali b:a =d :c in podobno. Zaradi tretje lastnosti
so ta sorazmerja enakovredna.

Preverimo $e prvo enacbo (2.06) v petem pravilu. Sorazmerje a :b=c:d smemo zaradi
Cetrtega pravila zapisati tudi v obliki b:a =d :c. To sorazmerje zapiSimo kot enacbo z

: . b d o . .
ulomki, to je —=— . Na obeh stranch te enacbe pristejemo Stevilo 1, tako da imamo
a c
b d . .. v
—+1=—+1, in dobljena izraza seStejmo
a c
a+b c+d
a C

Dobljeno enacbo smemo zapisati kot sorazmerje (a+b):a =(c+d):c, kar pa zaradi
Setrtega pravila lahko res zapisemo v obliki (a +b) :(c+d)=a :c.

Na podoben nacin ugotovimo tudi veljavnost preostalih treh enacb, ki Se nastopajo v petem
pravilu.

. . .3 7
Primer: Poenostavimo razmerje —: — .
10 15

Resitev:

Po prvem pravilu smemo oba ¢lena razmerja pomnoziti s poljubnim (od ni¢ razli¢nim)
Stevilom. Dano razmerje bomo poenostavili tako, da se bomo ,,znebili” ulomkov, zato
bomo oba ¢lena pomnozili z najmanj$im skupnim imenovalcem, ki je v naSem primeru

Stevilo 30. Razmerje % : 1—75 je torej enako razmerju 9 : 14.

¢e
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Primer:
Kraj$ajmo razmerje 210: 150.

Resitev:
Oba ¢lena zaporedja delimo najprej z 2, nato s 3 in Se s 5, pa dobimo

210:150=105:75=35:25=7:5

L X X 4
Primer:
. . . 1 1 2 .
Preverimo, Ce je sorazmerje 2 —: 3i =1—: 1—3 pravilno.
1 20 20 40
Resitev:

Sorazmerje bo pravilno, ¢e bo produkt zunanjih ¢lenov enak produktu notranjih ¢lenov.

: . . 1 .23 21 132 .
V tem primeru je produkt zunanjih ¢lenov 2—-1—3 = 21,63 = ﬁ, produkt notranjih
10 40 10 40 400

. 1 21 132 . i
¢lenov pa je 3i 1—= 6321 ﬁ. Produkta sta enaka, zato sorazmerje velja.
20 20 20 20 400

Dano sorazmerje pa lahko $e poenostavimo tako, da ga zapiSemo z naravnimi Stevili. V ta
namen sorazmerje najprej zapiSemo z ulomki, nato pa vse ¢lene pomnozimo z najmanjSim
skupnim imenovalcem 40:

2i: 3i:1i;1§
10 20 20 40

21.63_21,63

10 20 20 40

84:126=42: 63
L X X J

Primer:
Iz sorazmerja x : 3=4: 6 dolo¢imo neznano S$tevilo X.

Reditev:
V sorazmerju je produkt zunanjih ¢lenov enak produktu notranjih ¢lenov, zato je

6x=12=>x=2
L X X 2

Primer:
Preuredimo sorazmerje (10— x):x=3:2 tako, da bo neznani x nastopal samo v enem

¢lenu.
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Resitev:

Upostevali bomo drugo enacbo v 5. pravilu (a +b):(c+d)=>b:d . To enacbo smemo
zapisati tudi v obliki (a +b):b=(c+d):d.

Ce v danem sorazmerju (10—x):x=3:2 oznaéimo a=10-x, b=x, c=3 in d =2,
bomo iz zgornje formule dobili (10—x+x):x=(3+2):2 inodtod 10:x=5:2.

Izracunajmo za preizkus neznanko X iz obeh sorazmerij.
Iz prvotnega sorazmerja (10— x) :x = 3: 2 dobimo

(10—x)~2=3x
20-2x=3x=>x=4

Iz preoblikovanega sorazmerja pa sledi

10:x=5:2
5x=20=>x=4

Neznani x je seveda v obeh primerih enak.
‘o0

Primer:
Sorazmerji a:b=1:2 in b :c=3:9 zapiS§imo v obliki raz§irjenega razmerja.

Resitev:
Na razpolago imamo dve enacbi, pa tri neznanke, zato bomo morali za eno neznanko

izbrati neko vrednost. Vzemimo npr., da je kar a =1. Sedaj iz prvega sorazmerja lahko
izrazimo b.

Iz enacbe 1-b=2-a dobimo h=2.
Z znanim b gremo v drugo sorazmerje, od koder izraCunamo Se tretjo neznanko
9 9.2
C=—=———= 6
3 3
Po definiciji (2.03) dobimo iskano razSirjeno sorazmerje a:b:c=1:2:6. Ker velja
a=1-k, b=2-k in ¢c=6-k za vsekeR", je razdirjenih sorazmerij, ki ustrezajo
podatkom iz tega primera, neskonéno mnogo:

e za k=1 imamo sorazmerje ab:ic=1:2:6,

e za k=2 jesorazmerje ab:c=2:4:12,

e za k=3 jesorazmerje a:b:c=3:6:18,

o zak:% je sorazmerje a:b:c=%:1 3,

o zak:% je sorazmerje a:b:c:%:i:4
3 33

e itd...
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Iz primerjave zapisanih razSirjenih sorazmerij vidimo, da smemo ¢lene na desni strani
pomnoziti (ali deliti) s poljubnim od ni¢ razli¢nim Stevilom.

LR X
Primer:
o e . 3 .7 4 e
ZapiSimo razsirjeno sorazmerje a :b :c = 3 : IE : 2E samo z naravnimi Stevili.
Resitev:
V  sorazmerju bomo najprej odpravili meSana Stevila, tako da dobimo
3 17 34 . . . et . oy .
a:b:.c= 3 : 0 : 5 nato pa bomo ¢lene na desni strani pomnozili z najman;j$im skupnim

imenovalcem 30.
Resitev se torej glasi a :b:c=18:51:68.

*e

Razmerja in sorazmerja so v praksi zelo pogosta oblika izrazanja medsebojnih zvez med
koli¢inami (spremenljivkami). Za konkretne prakti¢éne primere sta pomembni zlasti dve
moznosti: premo in obratno sorazmerje.

Oglejmo si najprej premo sorazmerje. Opazujmo odnos med dvema spremenljivima
koli¢inama, imenujmo ju splo$no kar x in y.

Definicija: Spremenljivki X in y sta premo sorazmerni, kadar velja enacha

y=kx, keR" (2.10)

Konstanta k se imenuje sorazmernostni faktor premega sorazmerja.

Grafi¢no si premo sorazmerje predstavimo s premico v prvem kvadrantu pravokotnega
koordinatnega sistema, kjer na vodoravni osi odmerjamo spremenljivko X, na navpiéni osi
pa iz relacije (2.10) dobimo spremenljivko y (slika 17). Pri prakti¢nih primerih namre¢
upostevamo samo prvi kvadrant, ker so koli¢ine, s katerimi operiramo Vv praksi, vedno
pozitivne (masa, dolzina, cena, Cas, placa, ...). Iz tega razloga smo Vv (2.01) tudi zahtevali,
da naj bo sorazmernostni faktor premega sorazmerja pozitivno Stevilo.
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0 1 2 3 4 5
Slika 17: Grafi¢ni prikaz premega sorazmerja

=~

Osnovna znacilnost premega sorazmerja je naslednja: ce eno spremenljivko dvakrat,
trikrat, stirikrat, ... povecamo (zmanjsamo), se dvakrat, trikrat, Stirikrat, .... poveca
(zmanjsa) tudi druga spremenljivka.
Naj spremenljivka x zavzame vrednosti:

X, X, =2x;, x;=3x, x, =4x,, ..., X, =nx,, ....
Ustrezne vrednosti druge (premo sorazmerne) spremenljivke so zaradi (2.10):

vy =kx,, v, =kx, =k-2x, =2-kx, =2y,, y;=kx;=3y,, ...,y, =kx, =ny,,....

ZapiSimo te povezave v tabeli.

X y
X Vi
2x, 2y,
3x, 3y,
nx, ny,
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Za poljubno premo sorazmerje lahko iz y, = kx, zapiSemo k=&, iz y,=kx, pa
X

k=22 Ker gre za isto premo sorazmerje, je k v obeh izrazih enak, zato velja tudi
X,

N _ 2 (2.11)

X X
Izraz (2.11) pa smemo zapisati v obliki sorazmerja y,:x, = y,:x, 0ziroma

XX, = VY, (2.12)

Primer:
Za 5 kg blaga smo placali 200,00 d.e. Koliko bi nas stalo 30 kg istega blaga?

Resitev:

V nalogi imamo opravka z dvema spremenljivkama: koli¢ina blaga X in zneskom vy.
Spremenljivki sta seveda premo sorazmerni - ve¢ (manj) blaga nabavimo, ve¢ (manj)
moramo placati.

Oznacimo: x, =5kg, x, =30kg, y, =200,00d.e.

Iz formule (2.12) dobimo

y, = 2h 30-2005_;00 A2 _1 200,00 dee.

X

¢

Ce primerjamo vec¢ premo sorazmernih koli¢in, dobimo razSirjeno premo sorazmerje

X[IXy1Xy0 e X, = VIV iVl e LY, (2.13)

Primer:
V nekem podjetju je razmerje med placo direktorja in poslovne tajnice 6 : 1, razmerje

med placo poslovne tajnice in delavca v proizvodnji pa je 2,4 : 1,3. IzraCunajmo

razSirjeno sorazmerje vseh treh pla¢ in placo direktorja ter poslovne tajnice, ¢e je placa
delavca 600 EUR.

Reditev:

Ozna¢imo s p, placo direktorja, s p, placo poslovne tajnice, p, pa naj pomeni placo
delavca v proizvodnji. 1z podatkov razberemo p;:p,=6:1, p,ip, =24 : 13 in
p, =600,00 EUR.
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Iz drugega sorazmerja dobimo p, = 2,4-p,

=1.107,70 EUR, iz prvega sorazmerja pa sledi

P, :6—52 =6.646,20 EUR. Placa poslovne tajnice je 1.107,70 EUR, placa direktorja pa
6.646,20 EUR.

Razsirjeno razmerje plac je
p,:P,: P, =6.646,20 :1.107,70 : 600,00
Delimo ¢lene desne strani s 600 in dobimo lepsi zapis iskanega sorazmerja

PP, P, =11,08:1,84:1,00
XX

Sedaj si oglejmo $e obratno sorazmerje.

Definicija: Spremenljivki X in y sta obratno sorazmerni, kadar velja enacba
K "
y=—, keR (2.14)
X

Konstanta k se imenuje sorazmernostni faktor obratnega sorazmerja.

Osnovna znacilnost obratnega sorazmerja je naslednja: ¢e eno spremenljivko dvakrat,
trikrat, Stirikrat, .... poveCamo (zmanjSamo), se druga spremenljivka dvakrat, trikrat,
Stirikrat, .... zmanjSa (poveca).

Drugace receno: ko se ena spremenljivka poveCa za dvakrat, bo druga spremenljivka
dosegla polovico prvotne vrednosti; ko se ena spremenljivka poveca za trikrat, bo druga
spremenljivka dosegla eno tretjino prvotne vrednosti itd..

Graf:
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=~y

Slika 18: Grafi¢ni prikaz obratnega sorazmerja

Naj spremenljivka x zavzame vrednosti x,, x,, x;, ..., x,, ..., Z lastnostmi

n

X, =2x,, X3 =3x;, ..., X, =nX, ....

Ustrezne vrednosti druge (premo sorazmerne) spremenljivke so zaradi (2.13) naslednje:

_k ok _ k1 k_1 _k_1 _k_1
N xlfyz Y, 2% 2 x 2)’11 Y3 x, 3y11 . X, nyl""'
Zapisimo to dejstvo v tabeli:

X y
X Y
2x, oal
2
3x, 2l
3
nx, Rl
n
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Za poljubno obratno sorazmerje lahko iz relacije y, = L3 zapiSemo k =x,y,,1z y, =—
X

X
pa k =x,y,. Ker gre za isto premo sorazmerje, je k v obelh izrazih enak, zato velja tudi 2
XV =X,, (2.15)
Izraz (2.15) pa smemo zapisati tudi v obliki sorazmerja
XXy = Vi) (2.16)

Primer:
10 delavcev opravi neko delo v 15 urah. Koliko ¢asa bi za isto delo potrebovalo 8
delavcev?

Resitev:

V nalogi imamo dve spremenljivki (Stevilo delavcev X in ure potrebnega dela y), ki sta
obratno sorazmerni - manj kot je delavcev, ve¢ Casa potrebujejo za dokoncanje dela (in
obratno).

Oznac¢imo: x, =10 delavcev, x, =8 delavcev, y, =15 ur. Iz formule (2.15) dobimo

V, = aibd I 10-15 ur = 18,75 ur
X, 8

Za to delo bi 8 delavcev potrebovalo 18.75 ur.
XX

Primer:

Na kmetiji imajo 60 krav. Zanje so pripravili hrano za 30 dni. Po 10 dneh bodo dobili 40
novih krav, tako da jih bodo imeli skupno 100. Za koliko dni jim bodo od tedaj naprej Se
zadoscale zaloge?

Resitev:

V nalogi imamo dve spremenljivki, $tevilo krav in Stevilo dni, ko traja nabavljena zaloga
hrane.

Spremenljivki sta obratno sorazmerni - ve¢ kot je krav, manj dni traja zaloga hrane (in
obratno). Po definiciji (2.15) je pri obratnem sorazmerju konstanten produkt obeh
spremenljivk. Produkt 60-30 pomeni $tevilo dni, ko bi hrana zadoscala za eno kravo
oziroma skupno razpoloZljivo koli¢ino hrane. V prvih desetih dneh so za 60 krav na
kmetiji ze porabili 60-10 enot hrane, preostalo hrano, to je razliko
60-30—60-10=60-(30—-10) pa bodo lahko uporabili za hranjenje 100 krav v naslednjih

x dneh. Od to sledi enacba 60-(30—10) =100-x, ki je ekvivalentna sorazmerju

(30-10) :x=100: 60=>x =12
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Resitev x =12 pomeni, da bo od dneva, ko je bilo nabavljenih novih 40 krav, preostale
hrane za vse krave dovolj le $e za 12 dni. Ce na kmetiji ne bi dobili novih krav, bi bilo
hrane seveda Se za 20 dni.

XX

2.2 Sklepni racun

Sklepni racun je postopek, pri katerem izraunamo neko neznano koli¢ino iz skupine
drugih koli¢in, ki so z njo v premem ali obratnem sorazmerju. Uporabo sklepnega racuna
pokazimo kar na dveh primerih - en primer naj bo za premo in en primer za obratno
sorazmerje.

Primer:
10 tovornjakov je v 3 dneh prepeljalo v 4 voznjah na dan 300 t blaga. Koliko blaga bi
prepeljalo 6 tovornjakov v 7 dneh v 5 voznjah na dan?

Resitev:

V nalogi imamo opravka s Stirimi koli¢inami (Stevilo tovornjakov, Stevilo dni, Stevilo
vozenj, koli¢ina blaga). Neznanka je prepeljano blago v spremenjenih pogojih dela.
Prepeljanega blaga bo ve¢ (manj), ¢e bo vozilo ve¢ (manj) tovornjakov, ¢e bodo vozili ve¢
(manj) dni in ¢e bo vsak tovornjak opravil ve¢ (manj) vozenj v enem dnevu. Vse koli¢ine
so z iskano koli¢ino oc€itno v premem sorazmerju. Ker je koli¢in ve¢, gre za razSirjeno
premo sorazmerje. Sklepanje zapiSemo v obliki preproste sheme, v kateri smemo vrstni red
spremenljivk dolociti poljubno.

Da nas ne bi zavedle konkretne Stevil¢no izraZzene koliCine iz naloge, je za razumevanje
pravila sklepnega rauna najbolje zapisati samo spremenljivke (tovornjaki, dnevi, Stevilo
vozenje na dan in prepeljano blago).

tovornjaki dnevi Stevilo vozenj/dan blago

X

Premo sorazmerje bomo oznacili s puscico, obrnjeno navzgor, obratno pa s puscico,
obrnjeno navzdol.

Primerjavo spremenljivk delamo vedno z iskano spremenljivko, v naSem primeru torej s
spremenljivko ,,blago”.

Potem sklepamo takole: ve¢ blaga (pusCica navzgor pri blagu) bo prepeljalo veé
tovornjakov (puscica navzgor pri tovornjakih) v ve¢ dneh (puscica navzgor pri dnevih) in
z ve¢ voznjami/dan (puscica navzgor pri voznjah).
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tovornjaki

dnevi

voznje/dan

blago

A

A

A

X |

V skicirano tabelo vpiSemo sedaj $e konkretne koli¢ine iz podatkov, danih v primeru:

tovornjaki dnevi voznje/dan blago
10 | 31 4 300 )
6 | 7 | 51 x |

Sedaj velja pravilo, ki sledi direktno iz pojma sorazmerja oziroma razsirjenega sorazmerja:
Neznana (iskana) kolicina x je dana v obliki ulomka, kjer so v Stevcu kolic¢ina pri konici
puscice pri neznani spremenljivki in vse ostale kolicine pri zacetku puscic, v imenovalcu pa

so vse ostale znane kolicine, zapisane pri konceh puscic.

V danem primeru je torej takole:

L 6:7-5:300 _
10-3-4

525

Odgovor: prepeljali bodo 525 t blaga.
XX

Primer:
Neko delo opravijo 3 delavci v 5 dneh, ¢e delajo po 12 ur na dan. Koliko delavcev bi bilo
potrebno, da bi opravili to delo v 4 dneh, ¢e bi delali po 9 ur na dan?

Resitev:

Tule gre za za sestavljeno obratno sorazmerje, ker ve¢ delavcev opravi neko doloceno delo
v manj dneh in v krajSem delavniku. Ravnamo s podobnim razmislekom, kot v prejSnjem
primeru in dobimo

delavci dnevi delavnik
3 T 5 ¢ 12 l
X 4 9
Vec delavcev (puscica gor) opravi neko delo v manj dneh (pus¢ica dol) in v manj urah/dan
(puscica dol).

V novih pogojih bi potrebovali 5 delavcev.
XX
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2.3 Verizni rac¢un

Ko v sklepnem racunu nastopajo samo premo sorazmerne koli¢ine, je zelo preprosta pot
reSevanja uporaba sheme v obliki verige. Postopek reSevanja v taks$ni shemi imenujemo
verizni racun. Verizni racun se uporablja predvsem pri reSevanju nalog sklepnega racuna,
ko nastopajo razli¢ne merske ali denarne enote, za katere moramo seveda poznati ustrezne
pretvornike.

Za sestavo verige je (zaradi lastnosti sestavljenega premega sorazmerja) potrebno
upostevati enostavna in jasna pravila:

e veriga je sestavljena iz dveh stolpcev,
e verigo zatnemo z neznano koli¢ino,

e koli¢ina v levem stolpcu nove vrstice mora imeti enako mersko enoto kot koli¢ina v
desnem stolpcu eno vrstico visje,

e zadnja koli¢ina (v zadnji vrstici desnega stolpca) mora imeti enako mersko enoto kot jo
ima neznana koli¢ina na zacetku verige,

e neznana koli¢ina se izraza kot ulomek, kjer so v Stevcu koli¢ine iz desnega stolpca, v
imenovalcu pa koli¢ine iz levega stolpca.

Primer:
V New Yorku stane 3 yd nekega blaga toliko kot 35 Ib moke. 10 Ib moke stane 4 USD.
Koliko stane 1 m blaga v EUR, ¢e je 1 EUR=1,2776 USD in 1 yd =0,9144 m ?

Resitev:
Z upostevanjem lastnosti (pravil) veriznega ra¢una dobimo taksno shemo (verigo):

X EUR 1 m (blaga)
0,9144 m 1yd

3 yd (blaga) 35 Ib (moke)
10 Ib (moke) 4 USD
1,2776 USD 1EUR

Od tod sledi:
‘o 1.1.35-4.1
0,9144-3-10-1,2776

=3,99 EUR

Odgovor: 1 m blaga stane 3,99 EUR.
XX
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Verizni racun je uporaben zlasti v primerih, ko je potrebno obracunati dodatne stroske

nakupa/prodaje.

Primer:

V Londonu stane 1 gl (galona) vina toliko kot 60 Ib zita. 12 Ib zita stane 0,60 GBP.
Koliko stane 1 liter vina uvoznika v Sloveniji, ¢e mora placati Se 30% skupnih stroskov?
(Pretvorniki: 1 GBP = 1,188 EUR, 1 gl = 4,543 I).

Resitev:

x EUR 11 (vina)

4,534 | 1 gl (vina)

1 gl (vina) 60 1b (zita)

12 1b (zita) 0,60 GBP

1 GBP 1,188 EUR

100 EUR 130 EUR (skupno s stroski)
Od tod:

. 1.1.60-0,60-1,118,7997-130

=102 EUR
4,534-1-12-1-100

Odgovor: 1 liter vina stane uvoznika 1,02 EUR.
XX

2.4 Razdelilni rac¢un

Razdelilni (pravimo lahko tudi delitveni) racun se ukvarja z naslednjim vprasanjem: neko
koli¢ino (blaga, denarja, materiala, storitev, ...) moramo razdeliti na ve¢ delov, ki so med
seboj najpogosteje predpisani v nekem (so)razmerju. Kako izpeljati tak$no delitev, da bo
zadosceno predpisanemu odnosu?

Oznacimo koli¢ino, ki jo bomo razdelili, z znakom A. To koli¢ino Zelimo razdeliti na n
delov, tako da so posamezni deli v razmerju x,:x,: --- :x,. Velikosti posameznih delov

oznaimo z y,,¥,, ... ,¥,, n=2. Seveda je vsota vseh delov enaka celotni kolicini:
WAy + o +y, =4

Pri delitvi nastopata dve moZznosti:
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1. moZnost:

Deli y,,v,, ... ,y, SO premo sorazmerni tevilom x,x,, ...

v, =kx, zavse i=12,...,n

Zaradi y,+y,+ - +y, =A je kx,+ke,+ - +hkx, =A.

Od tod
A

X, X, + X

k=

n

in posamezni deli

,x,. Tedaj velja

V= x;zavse i=1,2,...,n (2.17)
X, +X, + o +X,
2. moznost:
Deli y,,v,, ... ,y, S0 obratno sorazmerni stevilom x,,x,, ... ,x,. Tedaj velja
v, =i zavse i=1,2,....,n
xi
Enacbo y, +y, +...+y, = A sedaj zapiSemo v obliki
£+£+ +£: A
X X Xn
Od tod je faktor obratnega sorazmerja
A
k —
1 1 1
7+7+...+7
X X X,
Posamezni deli pri delitvi so
A 1
y, = -— zavse i=1,2,...,n (2.18)
! 1 1 1 x
— e
X X Xy
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Primer:
Znesek 50.000,00 d.e. moramo razdeliti na tri dele v razmerju 2 : 3 : 5. Koliko znasa

posamezen delez?

Resitev:
Deli so premosorazmerni $tevilom 2, 3 in 5 iz delitvenega razmerja.
Glede na formulo (2.17), ki velja v tem primeru, so podatki: A=50.000,00d.e., x, =2,

x,=31nx;,=5.

Od tod je
o= Ay 50000,00de ;14600 00 de.
X + X, + X, 10
y,=— A _50000.00de 55400 00 e
X, + X, + X, 10
oA -5000000de 5,500 00 de
X + X, + X, 10
Preizkus:
Yo+ Y, + Y, =50.000,00 d.e.
XX
Primer:

Nagradni fond 15.300,00 EUR se razdeli med prvih pet tekmovalcev in sicer tako, da je
vi$ina nagrade v obratnem sorazmerju z negativnimi tockami, ki so jih dobili tekmovalci.
Prvi tekmovalec je dobil 10, drugi 15, tretji 8, Cetrti 12 in peti 20 kazenskih tock. Koliko so
znaSale posamezne nagrade?

Resitev:
Delezi so v tem primeru obratno sorazmerni danim Stevilom x, =10, x, =15, x; =8,
x, =12 in x; =20.Ceso y,,¥,,V;,y, in ys nagrade, velja razirjeno sorazmerje

ViVt Y3t Yat Vs =

Iz formule (2.18) dobimo

1 15300 EUR 1
.Z_l 1 1 1 1~E—3600EUR

1
P 7_'_7 [
X X X X, X 10 15 8 12 20

Na enak nacin izraGunamo Se
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y, = 2400 EUR
y, =4500 EUR
y, =3.000 EUR
y, =1800 EUR

Preizkus: y, +y, +y, +y, + ys = 15300 EUR.

Opomba:
Nalogo lahko resimo tudi tako, da jo prevedemo v premo sorazmerje in nato uporabimo

formulo (2.17).
To bi storili takole, da ¢lene na desni strani v sorazmerju

RIS VIS A SO B
yl-yz-yz-y4-y5—10-15-8.12.20

pomnozimo z najmanj$im skupnim imenovalcem 120 in dobimo premo sorazmerje

ViV Yy, ys =12 : 8 :15:10 : 6

Sedaj seveda velja: y, =12k, y, =8k, y, =15k, y, =10k In y, =6k.
Zaradi y, +y, +y; +y, +ys =15300 dobimo
51k =15.300 = & =300.

Zato je y, = 3.600 EUR, y, =2400 EUR, y, =4500 EUR, y, =3.000 EUR in
vs = 1800 EUR. Seveda je rezultat enak, kot v prejsnjem rac¢unu.
XX

2.5 Zmesni rac¢un

Mnogokrat se zgodi, da je treba zmeSati dve ali ve¢ vrst snovi razli¢nih lastnosti
(karakteristik), da dobimo novo snov z novimi druga¢nimi lastnostmi. Nastejmo nekaj
primerov: Cisto zlato meSamo z bakrom, da dobimo zlato razli¢ne trdote (in cene), kave
razli¢nih kvalitet in razli¢nih cen meSamo zato, da dobimo kavo srednje kvalitete, vendar s
primerno ceno, meSanje alkohola visoke koncentracije z vodo da alkohol niZje

koncentracije itd.
Taksne in podobne probleme reSuje zmesni racun.

Naloge s tega podrocja so dolocene predvsem na dva nacina:
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e dana je zahtevana kvaliteta (cena) meSanice in Zelimo dolociti pravilno razmerje
sestavin,

e lahko pa je dano razmerje sestavnih delov meSanice in ra¢unamo njeno kvaliteto
(ceno).

Pri reSevanju nalog zmesnega raCuna se moramo drzati dveh osnovnih smiselnih
predpostavk:

e vsota koli¢in vseh sestavin pred meSanjem je enaka koli¢ini meSanice po meSanju,
e vsota vrednosti vseh vrst sestavin pred meSanjem je enaka vrednosti meSanice po
meSanju.

Primer:

MesSamo dve vrsti kave. Cena prve vrste je 200,00 d.e. za kilogram, cena druge vrste pa je
130,00 d.e./kg. V kakSnem razmerju moramo mesati obe vrsti kave, da bo cena meSanice
po 160,00 d.e./kg ?

Koliko kg kave prve vrste in koliko kg kave druge vrste moramo vzeti, da bomo dobili 140
kg meSanice po ceni 160,00 d.e./kg ?

Resitev:
Oznacimo:
x, - koli¢ina 1. vrste kave pred meSanjem,

x, - koli¢ina 2. vrste kave pred meSanjem,

(x, +x,) - koli¢ina meanice.

Vrednost prve vrste kave pred meSanjem je x, -200 denarnih enot, vrednost druge vrste
kave pred mesanjem je x,-130 denarnih enot, vrednost meSanice pa je (x, +x,)-160

denarnih enot. Ker mora biti vsota vrednosti vseh vrst sestavin pred meSanjem enaka
vrednosti meSanice, velja

x, 200+ x, -130 = (x, +x,)-160
(200 -160)x, = (160-130)x,

40x, = 30x,
4x, =3x,

In od tod:
X 3 ) )
L=—=xX:X%X=3:4
X, 4 %%

2

Obe vrsti kave moramo mesati v razmerju 3 : 4, to pomeni, da moramo vzeti 3 merske
enote 1. kave in 4 merske enote 2. kave.

Odgovorimo $e na drugo vpraSanje. V mesanici so 3 enote 1. kave in 4 enote 2. kave,
skupaj torej 7 enot. Ker je skupna masa mesanice 140 kg, je ena enota 20 kg. To pomeni,
da moramo zmesati 60 kg prve kave in 80 kg druge kave.

L X X J
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Poglejmo mesanje dveh vrst blaga splosno. BoljSega blaga z (vi§jo) ceno ¢, naj bo x, enot,
slabSega blaga z (nizjo) ceno ¢, naj bo x, enot. MeSanice je seveda (x1 +x,) enot, njena
cena naj bo ¢, . Zaradi predpostavke, da je vsota vrednosti vseh vrst sestavin pred
mesSanjem enaka vrednosti meSanice, velja

X € +X,-6 =(x1 +x2)'cM
Enacbo uredimo

xl(cl _CM) = xz(CM _Cz)

Od tod

M _CuTG

=M 2 (2.19)

oziroma

X0, = (e —¢, ):(e, —cy) (2.19)

Privzeli smo ze dejstvo, da je cena odvisna od kvalitete: vi§ja cena viSja cena, vecja
kvaliteta in nizja cena nizja kvaliteta, pa vidimo iz formule (2.19) pravilo:

Pri mesanju dveh vrst blaga z neko predpisano vmesno kvaliteto (ceno), morata biti deleza
posameznih vrst blaga obratno sorazmerna razlikama med kvaliteto blaga in kvaliteto
mesanice.

Na osnovi formule (2.19) si pri zmesnem ra¢unu lahko pomagamo z enostavno shemo, v
katero zapiSemo obe kvaliteti (ceni), kvaliteto (ceno) mesanice in razliko kvalitet:

koli¢ina cena cena (kvaliteta) mesanice razlika cen
(kvaliteta) (kvalitet)
1. vrsta X C) —_ > C) —C
1 \ . /
M
2. vrsta X, c, // I c, —cy

Ker velja ¢, >¢,, >¢,, sta razliki ¢,, —c, in ¢, —c,, vedno pozitivni.
Mesalno razmerje (2.19) preberemo iz zadnjega stolpca tabele.
Koli¢ini posamezne vrste blaga dobimo po formulah:

X, :M(x] +x,) (2.20)

¢ =G
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X, = G (x, +x,) (2.21)

=G

O tem se prepri¢amo tako, da delimo enacbo (2.20) z enacbo (2.21)

Cu —C,
X ooq (X, +X,)
X, G —Cy

c,—C, ()

in dobljeni zapis uredimo. Od tod pa res sledi formula (2.19).

Primer:

Mesamo mleko dveh kvalitet. Cena enega litra mleka prve kvalitete je 1,00 d.e., cena enega
litra mleka druge kvalitete pa je 0,60 d.e. Koliko litrov mleka obeh kvalitet moramo
zmesati, da dobimo 100 litrov mesanice po 0,70 d.e. za liter?

Resitev:
Uporabimo s podatki nasega primera zgornjo shemo:

koli¢ina cena cena mesanice razlika cen
1. vrsta mleka X, 1,00 0,10
0,70
2. vrsta mleka X, 0,60 0,30

Mesalno razmerje je X :X, =0,10:0,30 oziroma lepSe X :X,=1:3, kar pomeni, da
moramo v meSanici vzeti 1 del prve vrste in 3 dele druge vrste mleka.

Po formulah (2.20) in (2.21) pa izra¢unamo $e koli¢ino

¢ —c, 0,40
X2 — Cl_CM ()(1+X2)=@100| =75l
s 0,40
L X X J
Primer:

Koliko vode moramo priliti 50 litrom 90% alkohola, da dobimo 40% alkohol?

Resitev:

Kvaliteto sedaj merimo s stopnjo alkohola v meSanici. Dogovorimo se, da je voda ni¢
procentni alkohol (0%), tako da poznamo podatke: ¢, =90%, ¢, =0%, c,, =40%,
x, =50 /,i8¢emo pa x, in mesalno razmerje. Naloge se spet lotimo kar s shemo
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koli¢ina cena cena mesSanice razlika cen
1. vrsta alkohola X, 90 40
40
2. vrsta alkohola X, 0 50

Mesalno razmerje vode 90% alkohola in vode je 4 : 5,torej x,:x, =4 : 5. Ker x, =50
poznamo, dobimo x, = %50 =62,5.

Alkoholu moramo primesati 62,5 | vode.
I X X

Pri meSanju dveh vrst blaga je vpraSanje mogoce zastaviti tudi tako: Koli¢ino x, blaga
prve kvalitete ¢, zmeSamo s koli¢ino x, blaga druge kvalitete ¢,. Kaksna je kvaliteta
meSanice c¢,, ?

Koli¢ina meanice je seveda (x, +x, ). Iz zahteve o enaki vrednosti surovin pred mesanjem

in mesanice po meSanju dobimo enacbo
ox, +6,x, =(x, +x,)cy,

Od tod
¢, = C\ X +CyX, (222)
X, +X2

Primer:
ZmeSamo 100 g srebra €istine 800 in 200 g srebra Cistine 950. Kaksno srebro dobimo?

Resitev:
Iz podatkov ¢, =800, ¢, =950, x, =100 g, x, =200 g sledi po formuli (2.22)

. _GX +ex, 800-100+950-200 o
R 300

Dobimo 300 g srebra ¢istine 900.
L X X J

Doslej smo imeli opravka z meSanjem dveh vrst blaga. V tak$nih primerih pravimo, da
operiramo z enostavnim zmesnim rac¢unom. Kadar pa gre za meSanje treh ali ve¢ sestavin,
govorimo o sestavljenem zmesnem racunu. Ker imamo tedaj ve¢ vrst blaga, imamo tudi
ve¢ neznank, zato je potrebno (na osnovi podatkov iz naloge) nastaviti dovolj enacb, da je
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naloga enoli¢no redljiva. Ce je pogojev (podatkov) premalo, dobimo premalo ena¢b in
naloga ima lahko vec resitev.
Poglejmo si takSno moznost kar na primeru.

Primer:

Iz treh vrst alkohola z alkoholnimi stopnjami 40%, 60% in 70%, Zelimo dobiti 55%
alkohol. V kaksnih koli¢inah moramo mesati te tri vrste alkohola, da dobimo 40 litrov
mesanice?

Resitev:

Podatki so naslednji: ¢, =40% , ¢, = 60%, ¢; =70%, c¢,, =55%, (x, +x, +x;)=40 /.
[8¢emo x,,x, in x,, torej imamo tri neznanke, zato potrebujemo tri enacbe, vendar iz
podatkov lahko dobimo le dve enacbi:

40x, +60x, +70x, = 55(x] +x, + x3)

X, +x,+x; =40
Enacbi $e uredimo

—15x, +5x, +15x, =0
X, +x,+x; =40

Sistem linearnih enacb, ki ima ve¢ neznank kot enacb, v sploSnem nima ene same resitve.
Ce npr. ¢lene z neznanko x, prenesemo na desno stran (podobno bi lahko storili tudi z x,

ali z x,), ki jo nato vzamemo kot znano, dobimo sistem dveh enacb z dvema neznankama
x, in x;:

S5x, +15x; =15x,
X, +x; =40—x,
z resitvijo
x, = 60— 3x,
x; =20+ 2x,

Za izbrano vrednost neznanke x, dobimo natanko doloceni vrednosti za x, in za x,.
Popolnoma poljubna pa neznanka x, le ni. Ker gre za konkreten mesalni problem, morajo
biti vse tri neznanke vecje (ali kve¢jemu enake) od ni¢. Ta pogoj nam da neenacbi:

60-3x, 20=x, <20
—20+4+2x,20=>x, 210

Za neznanko x, smemo torej izbrati katero koli Stevilo z zaprtega intervala 10, 20 . Le v
tem primeru bosta tudi neznanki x, in x, nenegativni.
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Ce hogemo v tak3nih problemih med neskonéno mnogimi moznostmi dobiti eno resitev, je
potrebno poznati ali doloc€iti Se kakSen dodaten pogoj, ki nam to omogoci.

V konkretnem problemu imamo surovine z alkoholnimi stopnjami 40%, 60% in 70%, in
meSanico z 55% alkohola. Tak§no meSanico bi lahko dobili, ¢e bi meSali prvo in drugo
surovino ali pa prvo in tretjo, nikakor pa ne moremo mesati druge in tretje. Imamo torej
dva enostavna ra¢una mesanja, za katera napravimo izra¢un po znani shemi.

a) meSanje prve in druge surovine:

koli¢ina | kvaliteta (%) kvaliteta razlika kvalitet (%)
mesanice (%)
1. vrsta alkohola X, 40 5
55
2. vrsta alkohola X 60 15

b) meSanje prve in tretje surovine:

koli¢ina | kvaliteta (%) kvaliteta razlika kvalitet (%)
mesanice (%)
1. vrsta alkohola X, 40 15
55
3. vrsta alkohola X 70 15

Mesanico 55% alkohola bi dobili, ¢e bi mesali prvo in drugo vrsto alkohola v razmerju
5 : 15 (oziroma 1 : 3) ali pa prvo in tretjo vrsto v razmerju 15 : 15 (oziroma 1 : 1).

Obe mesSanici imata 55% alkoholno stopnjo. To pomeni, da ima meSanica iz teh dveh
meSanic vedno 55% alkohola, ne glede na njuno meSalno razmerje. Iz tega vzroka se
pojavi vprasanje, koliko alkohola naj napravimo s prvim in koliko z drugim meSanjem, da
bomo dobili skupno koli¢ino 40 litrov meSanice. MoZnosti je seveda (teoreti¢no)
neskon&no mnogo, najenostavneje je vzeti kar (5+15) enot prve surovine, ker nastopa v

obeh posameznih mesanjih, 15 enot druge in 15 enot tretje. Vse tri surovine so tedaj v
razmerju

X;ixyixy =20 : 15 : 15
oziroma
X:xx;=4:3:3

To pomeni: x, =4k, x, =3k, x, =3k. 1z pogoja (x, +x, +x;) =40 dobimo 10k =40
oziroma k=4.

Ena od moznih resitev se torej glasi: vzeti moramo 16 litrov 40% alkohola, 12 litrov 60%
alkohola in 12 litrov 70% alkohola.
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Obe posamezni shemi moremo zapisati tudi v eni sami, npr. takole:

koli¢ina kvaliteta kvaliteta razlika kvalitet
mesSanice
1. vrsta alkohola | x, — 40 15
=20
1. vrsta alkohola | x — 40 5
55
2. vrsta alkohola X, — 60 15
3. vrsta alkohola | x, — 10 15
Shema nam ponudi eno od neskon¢no mnogo moznosti, ki S0 na razpolago.
L X X
[ 4
2.6 Procentni racun
Procent (odstotek) pomeni eno stotino celote. Ce celota pomeni 1 (ena enota), je
1
1% =——=0,01 (2.23)
100
Podobno je
2% =2'L:i=0,02, 77%:£=O,77, 157% :15—7=1,57 itd.
100 100 100 100

Tudi v obratni smeri velja: decimalna Stevila smemo zapisati v obliki procentov, na primer

0,08 = 8 8%, 0,14 = 14 _ 14%, 1,50=150%.
100 100

Ce pravimo, da se je prodaja v nekem podjetju leta 2019 vrednostno povedala za 17%
glede na leto 2018, to pomeni, da je bila na vsakih 100 denarnih enot prodaje v letu 2018,
prodaja v letu 2019 za 17 denarnih enot vecja. Drugace receno, ¢e oznac¢imo skupno
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prodajo v letu 2018 z znakom x, je bila prodaja v letu 2019 za 110—70x=0,17x vedja

oziroma je znaSala x+0,17x=117x.

V konkretnih primerih, s kakrSnimi imamo tudi sicer opravka, se pojem procent vedno
veze na konkretno celoto, izrazeno v konkretnih enotah, npr. urah, kilogramih, metrih,
denarnih enotah, ...

Splosno nastopajo pri procentnem rac¢unu tri osnovne koli¢ine:

C - celota ali osnovna vrednost
p - procentna mera
d - procentni delez

Celota ali osnovna vrednost pomeni tisto koli¢ino, ki ustreza 100% in na ta nacin
predstavlja izhodi§¢no vrednost za racunanje deleZev. Procentni delez merimo v istih
enotah (ure, metri,...) kot celoto.

Primer:
V nekem podjetju se je prodaja v letu 2019 vrednostno povecéala za 17% glede na leto
2018. Koliksno je to povecanje, ¢e so leta 2018 prodali za 1.500,000 EUR blaga?

Resitev:

Osnovna vrednost, glede na katero bomo racunali povecanje, je 1.500.000 EUR, procentna
mera je 17%, iS¢emo procentni delez. Nalogo lahko re§imo na ve¢ nacinov: s sklepnim in
veriznim racunom, z linearnimi enacbami ali s sorazmerji. IzraCunajmo reSitev na prve tri
nacine.

a) Sklepni racun: seveda gre za premo sorazmerje, zato je

100% prodaje ce 1.500.000 EUR
17% prodaje Ce X EUR

‘e 1500000-17
100

= 255000

Delez povecanja prodaje je 255.000 EUR.
b) Ker gre za premo sorazmerje, smemo uporabiti tudi verizni racun:

x EUR (prodaje) 17%
100% 1.500.000 EUR (prodaje)

‘e 17-1500000
100

= 255000
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¢) Linearna enacba:

0,17C=x= x=0,17-1500000 = 225000
LA X4

Vzemimo spet splosne podatke, torej celoto C, procentno mero p in procentni delez d.
Celoti C ustreza 100%, delezu d pa p%, zato lahko zapiSemo njihove odnose v obliki
sorazmerja. Razmerje med celoto in deleZzem je po definiciji namre¢ enako kot razmerje
med 100% in p%, kar zapiSemo s sorazmerjem

C:d=100:p (2.24)

Iz tega sorazmerja dobimo obrazce za racunanje posameznih koli¢in

a=CP (2.25)
100
C= 100-d (2.26)
P
d-100
= 2.27
P=""c (2.27)

Primer:
Konec leta 2018 je bilo v podjetju skupno 85 zaposlenih, konec leta 2019 pa je bilo 3,53%
zaposlenih manj. Koliko zaposlenih je bilo konec leta 2019?

Resitev:
Osnovna vrednost (celota) je stanje zaposlenih konec leta 2018. ZmanjSanje zaposlenih je
dano v procentih, i§¢emo delez, ki pripada temu procentu. Podatki so: C =85, p=3,53%.

Iskani delez lahko izraunamo na ve¢ nacinov (npr. s sklepanjem, z veriznim raunom),
vendar bomo sedajle uporabili formulo (2.25).

_C-p 85353
100 100

3

d

Konec leta 20179 so bili v podjetju trije zaposleni manj kot konec leta 2018, torej je
skupno Stevilo zaposlenih 82.
XX

Primer:
V seriji 5500 izdelkov je 110 izdelkov neuporabnih. Koliko procentov je to?
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Resitev:
Ker poznamo C=5500 in d =110, ratunamo pa p, lahko uporabimo kar formulo (2.27)
in Ze imamo

_d-100 _110-100 _
C 5500

Neuporabnih je 2% izdelkov.
XX

Primer:
Nekomu se je letna placa povecala za 1,5%, kar pomeni 225,00 EUR neto. Kaks$no letno
neto placo je imel prej?

Resitev:
Zaradi p=1,5% in d =225,00 EUR je po formuli (2.26)

~100-d  100-225,00
p 15

C =15.000,00

Prvotna letna neto placa je bila 15.000,00 EUR.
L X X J

Opomba:
Formul (2.25) - (2.27), ki smo jih dobili iz sorazmerja (2.24), obi¢ajno ne znamo na pamet,

saj zato ni nobene potrebe. Ko prvo, drugo ali tretjo potrebujemo, jo lahko vsakokrat
posebej izpeljemo ali pa, Se enostavneje, naloge procentnega raCuna reSujemo s
sklepanjem.

Doslej smo vedno poznali (ali pa racunali) celoto C, ki ustreza 100%. V praksi pa se
veckrat zgodi, da celota, ki ustreza 100%, ni znana, niti ni znan procentni delez d, pa¢ pa je
poznana za ta delez povecana celota C+d ali zmanjsana celota C—d . Ker celoti C
ustreza 100%, delezu d pa p%, ustreza povecani celoti C+d veg, to je (100+ p)%,

zmanjiani celoti C—d pa seveda manj, to je (100 - p)% . Zaradi tega pravimo racunu,

kjer nastopa povecana celota, tudi procentni racun nad 100, ratunu, kjer nastopa
zmanjSana celota, pa procentni racun pod 100.

Pri racunanju s procenti moramo biti zelo pazljivi ravno pri doloéanju osnove, od katere
ra¢unamo procentni meri pripadajoci delez oziroma delezu pripadajo€0 procentno mero.
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Primer:
V trgovini smo za zgoScenko dobili 5% popusta, tako da je z odStetim popustom stala
27,55 EUR. Koliksna je bila prvotna prodajna cena zgoscenke?

Resitev:
Celota je prvotna cena, saj smo dobili 5% popusta na to ceno. Znesek 27,55 EUR
predstavlja za 5% zmanjSano celoto, torej ustreza (100—5)% . Nalogo re§imo kar s

sklepnim raCunom:

95% ... 27,55 EUR
100% ... x EUR

Od tod

o 27,55-100 _ 29 00

Prvotna cena zgoscenke je bila 29,00 EUR.

Preverimo, &e je rezultat pravilen. Ce je prvotna cena res 29,00 EUR, je popust
zna§a1(29,00—27,55) EUR=1,45 EUR. Po drugi strani je 5% od celote 29,00 res 1,45.

Oba rezultata se ujemata, racun je pravilen.
L X X

Primer:
Maloprodajna cena televizorja z 22% davkom na dodano vrednost (DDV) znasa 1.417,50
EUR. Kolik$na je cena brez DDV in koliko znasa sam DDV?

Resitev:

Gre za procentni ra¢un nad 100. Osnova, ki ustreza 100%, je cena brez DDV, kon¢na cena
ustreza 122%.

Resimo nalogo z uporabo veriznega racuna, ki ga smemo uporabiti, saj je razmerje premo.

x EUR 100%
122% 1.417,50 EUR

100-1417,50

=1161,89
122

Cena brez DDV je 1.161,89 EUR, davek na dodano vrednost pa znasa 255,61 EUR.
L X X J

71



POSLOVNA MATEMATIKA

Primer:

Nekdo je za avtorsko delo dobil neto znesek 510,00 EUR. Na kakSen znesek se je glasila
avtorska pogodba v bruto znesku, ¢e je za delo po avtorski pogodbi treba placati 25%
akontacije dohodnine od 90% pogodbenega (bruto) zneska.

Resitev:

Najprej ugotovimo koliko je 25% od 90%, kolikor znasa akontacija dohodnine na avtorsko
pogodbo. Sklepanje je obicajno: 1% od 90% predstavlja eno stotino od 90 stotin, to je
0,01-0,90=0,009 =0,9%, 25% pa pomeni 25-krat ve¢, to je 0,9%-25=22,5%.
Akontacija dohodnine za delo po avtorski pogodbi torej znaSa 22,5% od bruto zneska. Na§
strokovnjak je dobil neto znesek 510,00 EUR, Kkar ustreza 77,5%, zato velja

510,00 EUR... 77,5%
X EUR...100%

x=20100_ 6eg 06 EUR
77,5

Bruto znesek je znasal 658,06 EUR.

L X X

Primer:
Cena nekega proizvoda se je povecala za 10%. Za koliko % se mora znizati nova cena, da
bo enaka prvotni?

Resitev:

Odgovor, ki ga (nepremisljeno) da presenetljivo mnogo ljudi in se glasi: “10%”, je seveda
napacen. Nova cena predstavlja novo osnovo, od katere raunamo procentno mero za enak
delez. Ker je osnova spremenjena (v tem primeru povecana), je tudi procentna mera za
enak delez drugacna. Zaradi vecje osnove in enakega deleza pri¢akujemo manj$o procentno
mero.

Resimo nalogo z linearno enacbo. Oznacimo prvotno ceno C, novo ceno pa C,. Med njima

velja zveza:

¢ =c+2C_t10c
100

Novo ceno C, moramo znizati za X %, da dobimo prvotno ceno C. Od tod dobimo enacbo

-C
1_x -=C
100

Izpostavimo C, in dobimo Cl(l—ﬁ) = (. Zaradi C, =110 C velja
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ocli->Xl=c
100

To enacbo krajsajmo s C (to deljenje je seveda dovoljeno, saj cena ni enaka 0), uredimo in
Ze imamo

‘e 110-100 _91
1,10

Novo ceno je torej treba znizati za 9,1%. Znizanje v procentih je manjSe kot povecanje, saj
je nova osnova, od katere raCunamo procentno mero, ve¢ja od stare osnove.
L X R

Primer:
Cena nekega proizvoda se je dvignila za p% . Za koliko % se mora znizati nova cena, da

bo enaka prvotni?

Resitev:
Oznacimo prvotno ceno C, novo ceno pa C,. Procentna mera povecanja je p% , procentna
mera zmanjSanja pa naj bo p, % .

Velja
C -—c+ P C(1+i)
100 100

Nova cena C,, zmanjSana za p,%, je

Iz enacbe

dohimo

(X X 4
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2.7 Promilni racun

Poleg procenta uporabljamo tudi pojem promil (ali tudi promile). Pri procentnem racunu
smo osnovo delili na 100 enakih delov, pri promilnem ra¢unu pa jo razdelimo na 1000

enakih delov. Tako nam 1 promil (znak %) pomeni b neke celote, 2 %ozi
1000 1000

celote in sploS$no p%o = " P_ celote. Racunanje poteka na enak nacin kot pri procentnem

racunu, razlika je le v tem, da se tu kot osnova pojavlja Stevilo 1000 .

Primer: Na zacetku leta je bilo v nekem mestu 159.500 prebivalcev, konec leta pa 6%o vec.
Koliko prebivalcev je bilo na koncu leta?

Resitev:
Uporabimo kar sklepni racun:

159500 ...1000 %,
X...06%

‘e 159500-6 _ 957
1000

Konec leta je bilo 957 prebivalcev ve€ kot na zaCetku leta, torej jih je bilo 160457.
L X X J

Primer: Banka je zaraCunala 8%o provizije, tako da smo dobili izplacano 29.760,00 d.e.
Koliko bi dobili, ¢e bi ne bilo provizije?

Resitev:
Uporabimo verizni racun:

xd.e. 1000%o
992%o 29.760,00 d.e.

. 1000-29760,00

=30 000,00
992

Izplacilo brez provizije bi bilo 30.000,00 d.e..
*e0
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Opomba: ~ V prej$nji nalogi smo poznali zmanjiano celoto (C—d), ki ustreza
(1000 — p) %, . Pravimo, da gre za promilni ra¢un pod 1000.

Poglejmo Se primer za promilni racun nad 1000.

Primer: Proizvodnja se je povecala za 11,3%o in znasa 536 izdelkov. Kolik$na je bila
prvotna proizvodnja?

Regitev:
536 izdelkov ...  10113%,
x izdelkov ... 1000%,
_236-1000 _ 5
1011,3

Prvotna proizvodnja je bila 530 izdelkov.
XX

Tudi pri promilnem raunu lahko uporabimo sorazmerje in dobimo obrazce, podobne
obrazcem (2.25) - (2.27) pri procentnem rac¢unu.

Ce ozna¢imo:
C - osnova (celota)
p - promilna mera
d - promilni delez

se sorazmerje glasi

C:d=1000: p (2.28)

Od tod dobimo naslednje formule:

-cr (2.29)
1000
o 1000-d (230)
p
d-1000
_ 231
p c (2.31)

Tudi tu velja enaka opomba:
Formul (2.29) - (2.31) ni potrebno znati na pamet, saj jih lahko vsakokrat posebej
izpeljemo iz sorazmerja (2.28).
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Naloge

10.

Iz sorazmerij x : y=2:3, y:z=1:41inz:u=2:3 poisi razmerje x : u.

V 6 dneh je 5 tovornjakov, vsak v 3 voznjah dnevno, prepeljalo 720 t materiala.
Koliko materiala bi prepeljalo 8 tovornjakov v 5 dneh, ¢e vsak opravi 2 voznji
dnevno?

Delavec A bi opravil delo sam v 16 dneh, delavec B pa bi to delo opravil sam v 12
dneh. Prvi delavec za¢ne z delom 10. junija, drugi delavec pa 12. junija. Kdaj bo delo
konc¢ano?

Zobato kolo s 24 zobmi poganja drugo zobato kolo s 60 zobmi. Kolikokrat se zavrti
drugo kolo, ¢e se prvo zavrti 100 - krat?

Neko delo opravijo 4 delavei v 10 dneh, ¢e delajo po 10 ur dnevno. Koliko delavcev bi
potrebovali, da bi opravili to delo v 5 dneh, ¢e bi delali po 8 ur na dan?

40 Ib nekega blaga stane 140,50 USD. Koliko EUR stane uvoznika 1 kg tega blaga, ¢e
mora placati Se 30% carine in ostalih stroskov? (1 Ib = 0,454 kg; 1 EUR = 1,2776
uUsD).

V Londonu stane stane 20 yd nekega blaga toliko kot 150 Ib pSenice. 10 lb pSenice
stane 1 USD. Koliko EUR stane uvoznika 1 m blaga, ¢e mora placati Se 25% carine in
ostalih stroskov? (1 EUR = 1,2776 USD in 1yd = 0,9144 m).

Trije sosedje so skupaj narocili pesek. Dogovorili so se, da bodo pesek in prevozne
stroske placali v razmerju narocenih koli¢in, to je 1 : 2 : 3. Koliko je placal vsak, ¢e

so morali skupaj placati 300,00 EUR?

Podjetje je za dostavo blaga iz treh razli¢nih krajev placalo skupno 750,00 EUR.
Celotne prevozne stroske zeli razdeliti na posamezne prevoze tako, da so premo
sorazmerni masi blaga in oddaljenosti krajev, od koder je bilo blago prepeljano.
Oddaljenosti krajev in mase blaga so dane v tabeli:

kraj oddaljenost (km) masa blaga (t)
A 75 20
B 100 60
C 50 50

Koliko prevoznih stroskov odpade na vsak posamezen prevoz?
Nagrado 3.000 EUR razdelimo med tri tekmovalce. Prvi prejme toliko kot drugi in

tretji skupaj, drugi pa prejme dvakrat toliko kot tretji. KolikSne so posamezne
nagrade?
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Mesamo dve vrsti kave. Cena prve je 2.500,00 d.e./kg, cena druge pa 2.200,00 d.e./kg.
V kakSnem razmerju moramo mesati obe vrsti kave, da dobimo mesanico po 2.400,00
d.e./kg ? Koliko kg prve in koliko kg druge kave moramo zmesati, da bomo dobili 60
kg meSanice po dogovorjeni ceni 2.400 d.e./kg ?

Kaksno meSanico smo dobili, ¢e smo zmesali smo 10 litrov 40% alkohola in 10 litrov
15% alkohola?

Koliko litrov vode moramo primesati 5 litrom 96% alkohola, da dobimo 70%
alkohol?

Cena nekega izdelka se je povecala za 14%, nato pa Se za 8%. Prvotna cena je bila
285,00 EUR. Kaksna je cena izdelka po drugem povecanju? Za koliko % je zadnja
cena vi§ja od prvotne?

Podjetje je preseglo mesecni nacrt prodaje za 12,5%, kar znaSa 200.000 EUR. Za
koliko procentov bi presegli prodajni nacrt, e bi bila mesecna realizacija 1.920.000
EUR.

Cevlji so se pocenili za 5% in stanejo sedaj 80,75 EUR. Koliko so stali pred
pocenitvijo?

Blago se je pocenilo za 10%. Za koliko % vec tega blaga dobimo sedaj za enak znesek
denarja?

Blago se je pocenilo za p%. Za koliko % ve¢ tega blaga dobimo sedaj za enak znesek
denarja?

V neki drzavi vrnejo tujcem 14% davka na dodano vrednost. Koliko bomo dobili
povrnjeno, ¢e smo kupili blago za 500 EUR?

Podjetje ima dve prodajni mesti. Zaposleni v prvem prodajnem mestu so prodali za
560.000 EUR blaga in s tem dosegli samo 92% planirane realizacije, zaposleni v
drugem prodajnem mestu pa so prodali za 2.205.000 EUR blaga in s tem presegli
prodajni nacrt za 5%. KolikSen je bil skupni prodajni nacrt podjetja in kakSna je
skupna realizacija v procentih?

Koliko je 2% od 2% ?

Cena nekega blaga se je povecala za 5% in nato Se za 6%. Kasneje se je nova cena
znizala za 5%. Za koliko % se mora Se znizati, da bo nova cena enaka prvotni?

Nekdo je prejel neto znesek 1.000,00 EUR. Kaoliko je bil bruto znesek, ¢e je moral
placati 40% davka?

Skupno z 1,03% provizije smo na banki placali 353,60 EUR. Koliko je znasal znesek
placila in koliko je znaSala provizija?
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Dve ceni sta v razmerju 2 : 3. Ce prvo ceno pove¢amo za 10%, drugo pa zmanjiamo
za 20%, je druga cena Se vedno za 1.000,00 EUR vecja od prve. Kolik$ni sta ti dve
ceni?

W e
Resitve
1. x:u=1:9
2. 640t
3. Delavec A dela x dni, delavec B dela (x-2) dni. ReSitev: x = 8. Delavca koncata
17.junija.
4. 40-krat
5. 10 delavcev
6. 7,87EUR
7. 0,8LEUR
8. 50,00 EUR, 100,00 EUR, 150,00 EUR

18.

19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

112,50 EUR, 450,00 EUR, 187,50 EUR

. 1.500 EUR, 1.000 EUR, 500 EUR
. x:y=2:1,40Kkg prve, 20 kg druge

27,5%

. 1,875 litrov

¢, =285,00 EUR, ¢, =350,90 EUR, zadnja cena je vec¢ja od prve za 23,12%.
20%

. 85,00 EUR
. Naj bo: ¢ - prvotna cena, k - prvotna koli¢ina blaga, ki jo lahko kupimo, produkt c¢-k

je znesek, ki bi ga potrosili. Nova cena je za 10% manjsa, torej znasa (C_ Cl()l(? J’

nova koli¢ina blaga je za X % vecja in znasa (k + %j . Produkt nove cene in nove

koli¢ine je enak znesku, ki bi ga porabili za nakup in je enak prvotnemu znesku:

c k= (c - 0101(;)) . (k +%) . Na desni strani izpostavimo ¢ iz prvega dvoclenika in

k iz drugega. Enacbo nato delimo s produktom c.k (c-k #0) in izraCunamo neznani
X.
Resitev: x=11,11%

c-kz(c—c'—j-(k+ﬁ):>x: 100p
100 100 100-p

61,40 EUR

3.900.000 EUR, 99%

x =0,02-0,02 =0,0004 = 0,04% = 0,4 %,
5,424%

1.666,67 EUR

350,00 EUR in 3,60 EUR

10.000,00EUR in 15.000,00 EUR
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3 ZAPOREDJA

3.1 Splosno o zaporedjih

Zaporedje Stevil dobimo, ¢e upodobimo mnozico naravnih Stevil v mnozico realnih ali
kompleksnih Stevil. V prvem primeru dobimo realno zaporedje, v drugem primeru pa
govorimo o kompleksnem zaporedju. V nadaljevanju bomo govorili le o realnih
zaporedjih.

Definicija: Preslikava f: N — R vsakemu naravnemu Stevilu priredi neko realno §tevilo.
Za vsako naravno Stevilo n dobimo neko realno stevilo f (n) Prvemu naravnemu stevilu 1
pripada realno stevilo f (1) ki ga obicajno oznacimo a,, Stevilu 2 pripada Stevilo
f(2) = a, itd. Splosno naj naravnemu Stevilu n pripada Stevilo a, . Imenujemo ga n-ti ali
splosni ¢len zaporedja, n pa je indeks tega clena.

Obicajno zapiSemo Clene zaporedja po vrstnem redu indeksov. Najprej zapiSemo prvi €len
a,, nato drugi ¢len a, itd.:

A, , Ay, Ay y oo 5 A,y ...

n

Zaporedje s sploSnim ¢lenom a, pogosto ozna¢imo krajSe {an} .

Primer:

S splosnim ¢lenom a, = n® dolo¢amo zaporedje kubov naravnih Stevil: 1,8, 27,64, ..., s
) 1 ) ) ) ) )

splosnim  ¢lenom a, =— dolocamo zaporedje recipro¢nih naravnih  Stevil:

n

1, 1/2, 1/3, 1/4,..., s splosnim ¢lenom a, =—n dolo¢amo negativna naravna §tevila: -1,

-2,-3, ...., s splosnim ¢lenom a, =2n dolo¢amo soda $tevila: 2, 4, 6, 8§, ..... in

podobno.

L X X J

Ker so ¢leni zaporedja realna Stevila, jih lahko ponazorimo s tockami Stevilske premice, s
¢imer dobimo tudi vizualno predstavo o zaporedju.
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Primer:
Ponazorimo s tockami Stevilske premice prve Stiri Clene zaporedje s sploSnim ¢lenom
a,=2n-1.

Resitev:
V splosni ¢len po vrsti vstavimo naravna Stevila 1, 2, 3,... in dobimo zaporedje 1, 3,5, 7,.. .
Grafi¢no upodobitev vidimo na sliki 19.

0 1 2 3 4 5 6 7
O @ L L L -
a, a, a, a,

Slika 19: Graf zaporedja (prvi stirje ¢leni) s splo$nim ¢lenom a, =2n—1

I X X
Primer:
- . .23 5
Pois¢imo splosni ¢len zaporedja — ,— , —, —, ---
34 56

Resitev:

Splosni ¢len je zapisan v obliki ulomka, v katerem je vrednost imenovalca vedno za 1
vecja od vrednosti Stevca. Prvi €len dobimo pri n =1, drugi ¢len pri n =2, tretji Clen pri
n+1

n+2’

n =3 itd. Od tod je Ze ocitno, da je splosni ¢len a, =

LR X4

Definicija: Zaporedje {an} je narascajoce, ce za vsak n velja: a,., >a, . Zaporedje je

n+l

strogo nara$cajoce, ce za vsak n velja a,., > a, .

n+l

Definicija: Zaporedje {an} je padajoce, ce za vsak n velja: a,., <a,.Zaporedje je strogo

padajocle, ce za vsak n velja a,, <a,.

Padajo¢im ali nara$¢ajo¢im zaporedjem pravimo monotona zaporedja.

Definicija: Realno stevilo G, od katerega ni noben clen zaporedja vecji, se imenuje zgornja
meja zaporedja. Zaporedje, za katerega obstoja zgornja meja, je navzgor omejeno.

Ce za zaporedje obstoja zgornja meja, jih je neskoncno mnogo. Najmanjsa med njimi je
natanéna zgornja meja M (slika 20).
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Slika 20: Zgornje meje zaporedja in natan¢na zgornja meja

Definicija: Realno stevilo g, od katerega ni noben clen zaporedja manjsi, se imenuje
spodnja meja zaporedja. Zaporedje, za katerega obstoja kaksna spodnja meja, je navzdol
omejeno.

Ce za zaporedje obstoja spodnja meja, jih je neskonéno mnogo. Najvecja med njimi je
natancna spodnja meja m (slika 21).

-8 & & M .......... s a, a,

Slika 21: Spodnje meje zaporedja in natan¢na spodnja meja

Definicija: Zaporedje, ki je omejeno na obe strani, imenujemo omejeno zaporedje.
Omejeno zaporedje je torej taksno, kjer so vsi ¢leni zaporedja na intervalu m, M .

Grafi¢na upodobitev je na sliki 22.

o—C -O—O0—0—0 T

m a, a, a, a, as dag.... M

Slika 22: Omejeno zaporedje

Primer:

2n—1
n+l

a) Pokazimo, da je zaporedje strogo narascajoce.

Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a, =

b) Ali je Stevilo % ¢len zaporedja?

¢) Koliko ¢lenov lezi na intervalu ( 1, % } ?

d) Pois¢imo natan¢no spodnjo mejo m in natanéno zgornjo mejo M tega zaporedja!
Resitev:

a) Za strogo naras¢ajoce zaporedje velja a,,, > a,. To pomeni, da je Kkriterij za strogo
naraS¢ajoce zaporedje lahko zapisan v dveh oblikah

. a .
a,, —a,>0 oziroma a"—*‘>1,k01e a, #0.

n
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V naSem primeru ugotovimo z obema kriterijema, da je dano zaporedje res strogo
narascajoce.
: 2n—1 . 2(n+1)-1 2n+1
Kerje a, :n—, jea,, = (n+1) = :
n+1 (n+1)+1  n+2

Upostevajmo to v obeh kriterijih:

2n+1 2n-1 3
ni1 Gy T - = >0
n+2  n+l1 (n+2)(n+1)
ter tudi:
2n+1
2
a_ n+2  _ 2n2+3n+1 T 3 o1
a, 2n-1  2n’+3n-2 2n*+3n-2
n+1
b) Stevilo % bo ¢len zaporedja, ¢e za neki n velja enakost 2n _11 = % . Ker je ta enacba
n+
. . . w19 . . . 19
izpolnjena pri n =10, je stevilo I deseti ¢len zaporedja, torej a,, = TE

c) Na intervalu (1, 11/7 lezijo tisti ¢leni zaporedja, za katere velja zahteva:

11 . .
l<a, < = Ta pogoj zapiSemo kot sistem dveh neenacb

2n—1 . 2n—-1 11
> 1 in <
n+1 n+1 7

Prva neenacba ima resitev n > 2, druga pa n < 6. Ker morata obe neenacbi veljati hkrati,
pomenijo reSitev sistema vsi tisti indeksi n, ki so vecji od 2 in manjsi ali enaki 6, torej
2<n<6.Naintervalu ( 1, 11/7 lezijo §tirje Cleni zaporedja, to so: a5, a,, asin ag.

d) Zaporedje je strogo narascajoCe, zato je natan¢na spodnja meja m kar enaka prvemu
. 1
¢lenu zaporedja: m = 5
Doloc¢imo $e natan¢no zgornjo mejo.
. 2n-1
Ce v ulomku
n+1
2n—1 3 - . e . y :
= =2- . Od tod vidimo, da je 2 tisto Stevilo, ki ga noben ¢len zaporedja ne
n+1 n+1
preseze. Ker je 2 najmanjSe tako Stevilo, je to natan¢na zgornja meja M = 2.
L X X J

delimo §tevec z imenovalcem, lahko zapiSemo splosni ¢len v obliki

a

n

82



POSLOVNA MATEMATIKA

Primer:
Dolo¢imo natan¢no spodnjo in natancno zgornjo mejo zaporedja s sploSnim ¢lenom
a,=n’+1.

Resitev:

Cleni zaporedja so 2, 5, 10, 17, 26, . . .. Z naras¢ajo¢im n cCleni stalno narascajo, zato
zaporedje nima nobene zgornje meje.

Natanc¢na spodnja meja je kar enaka prvemu ¢lenu zaporedja, m=2.

L X X J

Definicija: Stekalisce zaporedja je tako Stevilo s, da se od njega neskoncno mnogo clenov
zaporedja loci tako malo, kot le hocemo. Za vsako poljubno majhno pozitivno Stevilo &
obstaja neskoncno mnogo clenov a, , za katere je izpolnjena neenacba

|an—s|<g, e >0 (3.01)
To neenacbo lahko zapiSemo tudi v obliki:

s—e< a, <s+¢ (3.02)

Ker odprti interval (s—¢&, s+¢&) imenujemo &—okolica tocke s, smemo povedati
definicijo stekaliS¢a tudi z drugimi besedami:

Stevilo s imenujemo stekalisce zaporedja {an}, Ce vsaka, se tako majhna & — okolica tocke

s, vsebuje neskoncno mnogo clenov zaporedja.

Primer:
n—1

n

PokaZzimo, da je Stevilo 1 stekali§¢e zaporedja s splosnim ¢lenom a, =

Resitev:

Vzemimo poljuben &> 0in ugotovimo, za katere indekse n je izpolnjena neenacba
| a,—s | <Ee.

Ker je po podatkih naloge stekalisce Stevilo 1, torej S = 1, se neenacba (3.01) glasi

n—l_1

<E&.

n

Od tod je:

<&

1
<E=|——
n
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Ker je neN, je stevilo (— lj negativno, zato je po definiciji absolutne vrednosti
n

n

1. ) .
== in dobimo neenac¢bo
n

potrebno spremeniti predznak, torej

1 1
—<e=>n>—

“ . . . .. . . y 1. . <
Stevilo ¢ je poljubno pozitivno Stevilo, zato je neenacba n > — izpolnjena za neskoncno

mnogo n, kar pomeni, da je Stevilo 1 res stekaliSce danega zaporedja.
(X X

Zaporedja imajo v sploSnem lahko razlicno Stevilo stekaliS¢: nobenega, eno, dve ali vec.
Katera zaporedja imajo stekalis¢a? Mozno je dokazati, da ima vsako omejeno zaporedje
vsaj eno stekalisce.

Zanimiva so tak$na zaporedja, ki imajo natanko eno stekalisce. V tem primeru dobi to
stekali$¢e posebno ime - imenujemo ga limita zaporedja in ozna¢imo

a =lima, (3.03)

n—>0

Definicija: Zaporedje, ki ima limito, imenujemo konvergentno. Zaporedje, ki nima limite,
imenujemo divergentno.

Definicija: Zaporedje {a,} konvergira proti limiti a, ¢e leze v vsaki okolici Stevila a vsi

Cleni tega zaporedja od nekega clena naprej.
To definicijo lahko povemo tudi takole:
Realno Stevilo a je limita zaporedja, ce je v vsaki poljubno majhni ¢ — okolici tega stevila

neskoncno mnogo, zunaj okolice pa le koncno mnogo clenov zaporedja. Za limito
zaporedja je za vsak n > n, dalje izpolnjena neenacha (Slika 21):

a, —a|<e (3.04)

QGrafi¢no:

Slika 23: ¢ - okolica limite a
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Definicija: Zaporedje se imenuje fundamentalno (ali Cauchyjevo), ¢e se v njem katerakoli
dva zadosti pozna clena locita tako malo, kot hocemo. To pomeni, da za poljuben
pozitiven ¢ obstaja tak indeks n(&), da je za vsako naravno Stevil p izpolnjena neenacba

la,,—a, |<¢ (3.05)

n+p Uy
Brez dokazov povejmo naslednje izreke, ki govorijo o konvergentnosti:

Izrek 1: Zaporedje je konvergentno tedaj in le tedaj, ce je na obe strani omejeno in ima eno
samo stekalisce.

Izrek 2: Vsako omejeno in monotono zaporedje je konvergentno. Vsako konvergentno
zaporedje je omejeno.

Izrek 3: Zaporedje je konvergentno natanko takrat, ko je fundamentalno.

3.2 Limite in raCunanje z limitami

Izrek 4: Vzemimo konvergentno zaporedje {an}z limito a in poljubno od nic¢ razlicno
realno stevilo k. Tedaj velja

lim (ka,)=k-lim a, =k a (3.06)

n—»0 n—>0

Dokaz:
Naj bo &> 0. Po definiciji limite obstaja taksen indeks n, = n,(¢), da je za vsak n > n,
izpolnjena neenatba |a, —a |<ﬁ Po drugi strani velja |ka, —ka| =|k|-|a, —a|. V to

. . v . £ -
enacbo vstavimo zgornjo neenacbo in dobimo |kan —ka| < |k| m = ¢. Ugotovili smo, da

je pri dovolj velikem indeksu n razlika |ka —ka| poljubno majhna, to pa pomeni, da (3.06)

res velja.
S tem je izrek dokazan.

Izrek 5: Vzemimo dve konvergentni zaporedji {a, }in {b, }, tako da velja lima, =a in

n—0

limb, =b. Ce sestevamo, odstevamo in mnozZimo clene z enakim indeksom v zaporedjih

n—»0

{a, }in {b, }, dobimo tri nova zaporedja
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a, +b, a,+b,,..., a,+b,... (3.07)
a,—-b, a,—b,,..., a,—b,,... (3.08)
a b, a,b,,..., a,b,,... (3.09)

Kadar so vsi cleni zaporedja {bn }od nic¢ razlicni, smemo z njimi tudi deliti in tedaj

dobimo Se zaporedje

4G G A (3.10)

D
bn

Oznacimo nova zaporedja po vrsti krajse: {a,+b,}, {a,-b,}, {a, b,} in { }

Za ta nova zaporedja veljajo relacije

a) lim(a, +b, )=lima, +1limb, =a+b (3.11)

b) lim(a, —b, )=lima, —limb, =a—b (3.12)

¢) lim(a,- b,)=lima, - limb, =ab (3.13)
lima,

|

d) lim =2 "o
o b limb, b

n—>0

, b#0 (3.14)

Dokaz:
Dokazimo prvo lastnost zaporedij, dokazi ostalih potekajo podobno.

Formula lim(a, +b, )=a+b bo veljala, & za vsak pozitiven ¢ pri vseh dovolj velikih

n—0

indeksih n velja neenacba ‘(an +b,)—(a+ b)‘ <e.

Ker sta zaporedji {a, }in {b, }po predpostavki konvergentni, sta pri predpisanem

iy . . . . o & .
pozitivnem $tevilu & za vse dovolj velike n gotovo izpolnjeni neenacbi |a, —al < S

b, —b<<.
2

Od tod dobimo ‘(an +b,)—(a +b)‘ = ‘(an —a)+(b, —b)‘ <|a, —a|+

b, —b|<£+f:g.
2 2

Torej je res |(a, +b,)—(a+b)| <e.
S tem je trditev (3.11) dokazana.

Limite zaporedij ra¢unamo tako, da upoStevamo zgornje relacije, poznati pa moramo Se
limite nekaterih preprostih zaporedij.
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Za zacCetek vzemimo konstantno zaporedje, to je zaporedje, v katerem so vsi Cleni enaki,
torej je a, = C. Zaporedje se glasi: C,C,...,C,.... Cleni se stekajo v tocki C, ki je seveda
edino stekaliSCe in s tem limita:

limC=C (3.15)

n—0

Zaporedje 1, —, , —,... Jje padajocCe z edinim stekalis¢em 0. Ker je splosni ¢len

DN | —

1
3’

N | —
H4>|'—‘

tega zaporedja a, =— , je
n

.1
lim— =0 (3.16)
n—0 n
: T 1 1 . . ey e e
Zaporedja s splo$nimi Cleni a, = —, a,=— itd., se stekajo proti ni¢ Se hitreje kot

n n
prejSnje zaporedje, zato gotovo velja

Iimir:O, r>0 (3.17)

N—o0 n

Sedaj pa Ze lahko izra¢unamo marsikatero limito. Oglejmo si nekaj primerov.

Primer:
. o . . 2n* =3n+5
IzraCunajmo limito zaporedja s sploSnim ¢lenom a, = ————.
n°+2n
Resitev:
Najprej bomo splosni ¢len zapisali v drugi obliki. Izpostavimo v Stevcu in imenovalcu
najvisjo potenco indeksa n in jo pokraj$ajmo

) n’ 2—§+i2 2_§+i
. _2n" =3n+5 n n°) n n’
n 2 - -
nam n2(1+2) 142
n n
Upostevajmo formule (3.11) - (3.17) in dobimo
5 2—§+i 1im2—lim§+limi
. 21’1 —3l’l+5 . n n n—>0 n%oon n—>0 nz
noten 1+= lim1+ lim =
n n—»0 n—)oon
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. AU
I, M 2-3.0450 2

1+2-0 1

lim1+2 liml

n—>o0 n—oo N

LA R4

Primer:
4n® +12n* - 10
5n2 —2n+5

Izracunajmo limito zaporedja s sploSnim ¢lenom a, =

Resitev:
V Steveu in imenovalcu bomo izpostavili najvi§jo potenco n, ki v sploSnem ¢lenu nastopa,
to je n’, ter jo pokrajsali

4,12 _10
4n® +12n°> —10 . n n? 4+0-0 4
lim 5 = lim 5 = =—=w
oo S5p° —2p+45 now 5 2 5 0-0+0 O
TS
n

—+

- 3
n n

Zaporedje nima limite, gre za divergentno zaporedje.

L X X J
Primer:
T . e 1007 +3/n +1
Izra¢unajmo limito zaporedja s splosnim ¢lenom a, = — .
30> n+7n—1
Resitev:
5
Stevec in imenovalec bomo delili z n* Vn =n?.
100 1 1
BERMANEI
. 100n+3n+1 n?  ns n2 0+0+0 0
e 3 n+Tn—-1 > 4T ] 340-0 3
Tt TS
n: n?
L X X J
Primer:

Izra¢unajmo $e limito zaporedja s splosnim ¢lenom a, = \Vn” +3n —n.

Resitev:
V tem primeru bomo splosni ¢len zapisali v obliki kvocienta

88



POSLOVNA MATEMATIKA

(\/n2 +3n —n)(\/n2 +3n +n) 3
— 2 — — =
a,=~n"+3n-n ( n2+3n+n) —n2+3n+n

Stevec in imenovalec delimo z 1 = +/n> in dobimo

lim(\/n +3n — n) = hm = lim E

n—o0 n—>c0 n +3n+n n—>w + ,ll+ +1 2
n

¢

3.3 Nekatera posebna zaporedja

V tem poglavju bomo spoznali tri posebna zaporedja, ki so matemati¢na osnova obrestnega
racuna, kar bomo videli v nadaljevanju.

3.3.1 Aritmeti¢no zaporedje

Definicija: Zaporedje se imenuje aritmeti¢no, ce je razlika (diferenca) med katerim koli
¢lenom in njegovim predhodnikom konstantna:

—-a,=d (3.18)
Od tod dobimo:

a,—a,=d=a,=a,+d

a,—a,=d=a,=a,+d=a, +2d
a,—a,=d=>a,=a,+d=a,+3d
a,—a,=d = a,=a,+d = a +4d

Iz zgornjega vidimo, da splosni ¢len aritmeticnega zaporedja torej lahko zapisemo s prvim
¢lenom in diferenco:

a,=a,+(n-1)d (3.19)

n

Grafi¢ni prikaz aritmeti¢nega zaporedja je na sliki 24.
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Slika 24: Aritmeti¢no zaporedje

Cleni aritmeti¢nega zaporedja so na §tevilski premici med seboj enako oddaljeni.

Ko je d > 0, je zaporedje nara$¢ajoce in navzgor neomejeno.

Ko je d <0, je aritmeti¢no zaporedje padajoce in navzdol neomejeno.

V obeh primerih aritmeti¢no zaporedje ni konvergentno.

Aritmeti¢no zaporedje je konvergentno le, ko je d =0. V tem primeru so vsi €leni kar
enaki prvemu €lenu a,, ki je hkrati tudi edino stekaliS¢e oz. limita tega zaporedja.

Oznacimo z S, vsoto (vseh) prvih n ¢lenov zaporedja, torej

S =a,+a,+ - +a (3.20)

n

Sestevanje n zaporednih ¢lenov zaporedja je pri velikih n zamudno in tudi nesmiselno, zato
bomo izpeljali formulo za racunanje vsote S,. ZapiSimo S, dvakrat, enkrat od prvega

sumanda do zadnjega, drugi¢ pa v obrnjenem vrstnem redu in obe vsoti seStejmo:

S, =a,+(a, +d)+(a, +2d)+ ... +(a1+(n—1)d)}
~d)+(a,-2d)+ ... +(a, —(n—1)d)

n

Veckratniki diference se paroma odstejejo, tako da je

28, :(a1 Jran)Jr(a1 +an)+ Jr(a1 +an)

n—krat

in od tod ze dobimo zelo koristno formulo:

S, = @ (3.21)

Primer:
Izmed prvih 100 naravnih Stevil sestejmo vsa liha Stevila.

Resitev:

Liha $tevila, ki jih Zelimo sesteti, so: 1, 3,5, 7, . . ., 99. Vidimo, da gre za aritmeti¢no
zaporedje, kjer je a, =1 in d =2. Med prvimi 100 naravnimi Stevili je pol lihih in pol
sodih, torej seStevamo 50 prvih lihih Stevil.
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Vsota 50 ¢lenov tega zaporedja S, =1+3+5+ --- +99 je po formuli (3.21):

50-(1+99)

S, = = 2500

LA R4

Primer:
IzraCunajmo prvi ¢len in diferenco aritmetiénega zaporedja, za katere velja:
a,+a;+a; =20 in a,a, =16.

Resitev:
Ker smemo poljubni ¢len aritmeti¢nega zaporedja zapisati s prvim ¢lenom in diferenco,
bomo zgornji sistem enacb zapisali

(a, +d)+(a, +2d)+(a, +4d) =20
a, (a, +3d)=16

Enacbi uredimo in dobimo sistem dveh enacb z dvema neznankama

3a, +7d =20
al +3a,d =16

20 - 3a,

Iz prve enacbe izrazimo d = , to vstavimo v drugo enacbo in uredimo ter dobimo

kvadratno enacbo
a; —30a, +56=0
Njeni resitvi sta: a, =2 in a, =28.
Pogojem iz naloge torej ustrezata dve aritmeti¢ni zapored;i:

. a, =2, d=2,; zaporedje se glasi: 2, 4, 6, 8, 10,...
. a, =28, d:—ﬁ; zaporedje se glasi: 28, Q, @, ﬂ, —@,
7 7 7 7 7

(X X 4
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3.3.2 Geometri¢no zaporedje

Definicija: Zaporedje se imenuje geometri¢no, ce je kolicnik (kvocient) med katerim koli
¢lenom in njegovim predhodnikom konstanten:

a

=g (3.22)
an
Od tod
a,
—=q=a,=a, 4
a,
S ysa=a,q=a, ¢
a,
a_4:q:>a4 =da; q4=a q3
a,
% _g=a =ag=ag’
a'4

in splosno

a,=a, q"" (3.23)

Poljubni ¢len geometri€nega zaporedja lahko izrazimo s prvim ¢lenom in kvocientom.

Glede na vrednost konstante g nastopajo pri geometri¢nih zaporedjih v splo$nem tri
moznosti | g |<1, |g|=1in |g|>1. V prvem primeru je geometri¢no zaporedje
padajoce, v drugem je konstantno, v tretjem primeru pa je narasc¢ajoCe. Brez tezav lahko
ugotovimo, da je geometricno zaporedje konvergentno za vse vrednosti | q | <1 ter tudi za

q =1.Zavse vrednosti | g |>1 inza ¢ = -1 pa je geometri¢no zaporedje divergentno.

Vsoto prvih n ¢lenov geometri¢nega zaporedja dobimo tako, da enac¢bo
S =a, +aq+aq + - +aq"”’
pomnozimo s ( in jo odstejemo od prvotne enacbe:

2 -1
S =a, +aq +aq + - +a,q" B
qS, :a1q+a1q2+a1q3+ o +aq”
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Na ta na¢in dobimo:

in od tod
1_ n
S =a,—9  g=1 (3.24)
l-¢
Kadar je ¢ =1, se zaporedje glasi «a,,a,,a,, ... ,a,, ... invsota prvih n ¢lenov je seveda

kar enaka S, =na,.

Opomba:

Ce v formuli (3.24) $tevec in imenovalec pomnozimo z (-1), jo lahko zapisemo tudi v tej

obliki:

g #1 (3.243)

Primer:
. L. ) ) . . ) )
ZapiSimo prvi ¢len in kvocient geometricnega zaporedja, za katerega je a, = 5 In

10
a, +ay;=—.

9

Resitev:
Ko upostevamo a, =a, g in a, =a, q°, dobimo iz zgornjih pogojev sistem dveh enacb z
dvema neznankama:

1
a,q9= 3
10
al(l + qz) = Ky
. 1. . <
Iz prve enacbe izrazimo a, = ™ in to vstavimo v drugo enacbo:
q
Lsg)=2
3q 9

Uredimo in dobimo kvadratno enacbo za q :

3°-10g+3=0 =q,=3, g, :%

Imamo torej dve resitvi:
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1 1
l. =3, a, =— I =—, a, =1
q 1Ty q 3 1
Zaporedji imata enake prve tri ¢lene v zamenjanem vrstnem redu:
1. zaporedje: —, —, 1, 3, 9,... 2. zaporedje: 1, l l i
9 3 3 9 27
LR X
Primer:

. : ot a .- . .
Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a, = —, & = konst. Pokazimo, da je to zaporedje
3n—1
geometri¢no.
Resitev:

Po definiciji je zaporedje geometri¢no, Ce je kolicnik med katerim koli ¢lenom in njegovim
predhodnikom konstanten. Izra¢unajmo ta koli¢nik za naSe zaporedje:

(04
3 an+1 3 3(n+l)—1 _ 3”‘1 3 1
q= a T« - 3(n+1)—1 - 5
" 3n—1

Koli¢nik je konstanten, zato je to zaporedje geometri¢no.
L X X J

3.3.3 Stevilo e

Oglejmo si dve posebni zaporedji s sploSnima ¢lenoma a, = (1 + l) ina, = (1 - l) .
n n

Definicija: Obe zaporedji sta konvergentni in imata isto limito. Ta limita je Stevilo, ki ga
oznacimo s crko e.

lim(l + l) = lim(l - lj =e (3.25)
n—>w n n—»0 n

Opomba:
Stevilo e je osnova naravnih logaritmov. Je iracionalno Stevilo, njegov priblizek je

e~2,7182818284590.....
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Primer:

. . n Y
[zraCunajmo hm( ) .
n+1

n—>0

Resitev:

n -n n -1
|im(ij =Iim(n—+lJ =|im{(1+in _ |im(1+1
n—oo n+1 n—o n n—oo n

Primer:

Izra¢unajmo lim(l + gj

n—»00 n

Resitev:
3

. ( 3)” . [ 1 ] . ( 1 T
Iim| 1+=| =lim| 1+ =lim|| 1+
n—ow n n—o (I’l/S) n—m (n/3)

Oznacimo %:t. Ko gre n— oo, gre tudi ¢ — oo in limita bo

3

n 3
n 3 t
lim(l+§] =lim|| 1+ ! =l (1+1] =e’
n—ow n n—om (I’l/3) t—o t

Primer:

n+5
Izracunajmo Se lim(l + —j

n—>0 n

Resitev:

n+5 n 5
lim(l + Ej = lim[(l + &) -(1 + Ej } =
n—>o0 n Nn—>0| n n
n 5
=lim| 1+ 1 . lim(l + 9) =
n—>w (n/lO) s n
E' 10 5
=lim| 1+ ! . lim(l + E) =
e (n /10) n—>o n

1" 10Y
=1im|:(1+—) :l . lim(l+—]
—>0 f n—>w n

(X X 4
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3.4 \/rste

Vzemimo zaporedje realnih stevil «,, a,, ..., a,, ... ter z znakom + poveZimo vse
¢lene tega zaporedja. Dobljeni izraz a, + a, + --- + a, + --- imenujemo (Stevilska) vrsta.
Stevila a,, a,, ... , a so njeni ¢leni. Vrste ozna¢ujemo z uporabo sumacijskega

simbola »" ("sigma”):

PEEEER

8

n 1

a+ a,+ o+ oa,+ =y q (3.26)

Kadar seStevamo kon¢no mnogo realnih Stevil, je vsota vedno neko natanko doloceno
realno Stevilo. Vrsti, ki ima neskon¢no mnogo ¢lenov, pa je mozno prirediti neko realno
Stevilo kot vsoto vrste le v€asih. Vsoto vrste lahko vc€asih izra¢unamo, vcasih pa ne. Ko
poskusamo dobiti vsoto vrste, seStevamo zaporedoma vse veC Clenov vrste. Na ta nacin
dobimo natanko dolo¢ena realna Stevila

s, =a,
s, =a,+a,
s, =a,+ a,+ - + a,

ki jih imenujemo delne vsote vrste.

Delne vsote vrste tvorijo zaporedje delnih vsot : s, , s,, ... , s

no ceec

Definicija: Kadar je zaporedje delnih vsot konvergentno, se tudi vrsta imenuje
konvergentna. Ko je zaporedje delnih vsot divergentno, se tudi vrsta imenuje divergentna.
Ko limita zaporedja delnih vsot

S=lims, =lim)_ q, (3.27)
=1

n—o0 n—ow “

obstaja, se imenuje vsota (vrednost) vrste S = Z a, .

i=1

Primer:

Ugotovimo vrednost vrste ! + + ! + 1 4 e
1-4 4.7 7-10 10-13
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Resitev:
Najprej moramo ugotoviti, kako bi zapisali splosni ¢len vrste. 1z oblike ¢lenov sklepamo,
1

da je splosni ¢len a, = (3n—2) (3n+1)

, kar lahko napiSemo kot vsoto dveh (parcialnih)

ulomkov:
1 A B

(Gn-2)(3n+1) 3n-2 3ntl

Gornjo enacbo pomnozimo s skupnim imenovalcem in jo uredimo. S primerjavo
koeficientov pri enakih potencah n na levi in desni strani ena¢be dobimo dve enacbi z
dvema neznankama

3A+3B=0
A-2B=1
z resitvijo A:l ,B _ 1
3 3

Ko imamo znani $tevili A in B, lahko Splosni ¢len vrste zapiSemo v obliki

i1
a - A N B __3 3 :1 1 1
3n-2 3n+1 3n-2 3n+1 3\3n-2 3n+l
. 1 1 1 . . "
Zaradi a, =~ — bo zaporedje delnih vsot tak$no:
3\3n-2 3n+1

I(1 1
s, =a,=—|-——
3\1 4

(1 1 ({1 1
S, =a,+a,==|-——— |+=| ——=
3\1 4) 3\4 7

(1 1 I 1 I 1 1 1
S, ==l === |+|=-—=|+|=——= |+ - + -
R ) e R sy |

V izrazu za n-to delno vsoto se medsebojno odstejejo vsi Cleni razen prvega in zadnjega,

tako da je s, :1(1— ! )
3 3n+1
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Po definiciji je vsota vrste limita zaporedja delnih vsot

S = lims, =liml(1— ! j=1(1—0):

1
o " e 30 3n+1) 3 3

Vrsta je konvergenta, njena vsota je 1/3.

LA R4

Definicija: Vrsta se imenuje alternirajoca, ko cleni zaporedoma spreminjajo predznak,
torej je tedaj produkt dveh zaporednih clenov vrste vedno negativen: a,,, a, <O0.

Ce v alternirajo¢i vrsti absolutne vrednosti ¢lenov padajo in imajo limito 0, je vrsta
konvergentna.

Primer:

C . . I 1 1 1 o .
V alternirajoci vrsti 1- 5 + ) + . absolutne vrednosti c¢lenov padajo in
konvergirajo proti 0, zato je vrsta konvergentna.
L X X J

Brez dokazov povejmo naslednje izreke:

lzrek 1 (Cauchyjev kriterij): Vrsta a +a,+ ---+a +---= > a je konvergentna
i=1

natanko takrat, kadar za vsako pozitivno Stevilo & obstaja tako naravno stevilo n(a), da

za kateri koli n > n(&)in za vsako naravno Stevilo p velja:

‘a +a, .+ -+ a ‘<g (3.28)

n+l n+2 n+p

0

lzrek 2: Ce je vrsta a +a, + - +a + - = Za1. konvergentna, je lima, =0.

" n—>0
i=1

Izrek 3: Naj bo b, + b, + +-- + b, + -+ konvergentna vrsta z nenegativnimi cleni. Ce so
cleni vrste a, + a, + -+ + a, + --- taksni, da velja |an |Sbn, zan=1,2,3, ..., je
tudivrsta a, + a, + --- + a, + --- konvergentna.
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lzrek 4 (D’Alembertov kriterij): Naj bo a,+ a, + ---+ a, + --- vrsta s samimi

n

v . P .. a L, .
pozitivnimi  Cleni taka, da obstaja limita: lim—2L=q. Ce je a< 1, je vrsta

n—>®©
an

konvergentna, ¢e pa je a > 1, je vrsta divergentna.

Izrek 5: Ce je konvergentna vrsta iz absolutnih vrednosti clenov dane vrste, je tudi dana
vrsta konvergentna.

Primer:

, . S . .. 2 4 6 8
Z D’Alembertovim kriterijem preverimo, ali je vrsta 3 + 5 + > + 31 + --- konvergentna.
Reditev:

. o . : 2 .
Iz oblike ¢lenov vrste najprej ugotovimo splosni €len vrste a, = 3—? . Odtod je

2(n + 1)
a,. 3n+l _2(n+1) -3 _n+1
a, B 2n oo - 3 3
31

im % — 2 2Ly

oo g n—>wo 3p

Vrsta je konvergentna.
XX

Definicija: Vzemimo geometricno zaporedje s prvim clenom @, in kvocientom g ter iz njega
tvorimo vrsto

00

a+a,+agt oo +a,+ o =g +ag+adi+ o +aq "+ =a ) g (3.29)

Tako dobljeni vrsti bomo rekli geometri¢na vrsta.
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Kot pri vsaki vrsti, bomo tudi pri geometri¢ni vrsti njeno vsoto ugotavljali s pomocjo
zaporedja delnih vsot:

5=,
s,=a,+a,0=3(1+0)
s,=a, +aq+a,q =a (1+q+q7)

......

Splosni ¢len s, zaporedja delnih vsot je vsota prvih n c¢lenov geometriéne vrste s
kvocientom q :

’ 1-q"
s =a (1 2re+g" =2 -
=a,(l+q+q’+-+0" ") =4, -
Od tod
: . 1-q" a n
lims =lima,——=—--lim(1-
n—w N naooall_q —q n%( q)

Za |q | >1 limita ne obstaja, za |q | <1 pa je limg” =0 in geometricna vrsta je

—>0

konvergentna ter ima kon¢no vsoto:

s=-4 | [g<1 (3.30)
1-q

Primer:

. . I 1 1 1
IzraCunajmo vsoto geometri¢ne vrste 1+ 5 +—+ 3 + 16 +

Resitev:
. . - . . 1 .
Ocitno gre za geometri¢no vrsto s prvim ¢lenom @ =1 in kvocientom ¢ = 3 Ker je

kvocient manjsi od 1, je vrsta konvergentna, njena vsota pa je po formuli (3.30)

s- & 1 5
1-q 1_1
2

(X X 4
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Naloge

2n+1

n+3
ugotovi, od katerega ¢lena dalje se vsi ¢leni locijo od limite manj kot za 0,01.

1. Dano je zaporedje s splo$nim ¢lenom a, = . IzraCunaj limito zaporedja in

2. Zapisi splosne Clene zaporedij:

922386 L 23 4 gol23%
23’4’5 273745 "2’ 3 4’5’
d)1,35 709, .. e) 2,5 10, 17,26, ... 10,3, 8, 15,24,

. . . . 2n+1 . . .
3. Pokazi, da je zaporedje s sploSnim ¢lenom a, = 7;— padajoce in na obe strani
n

omejeno. Izra¢unaj njegovo najveéjo spodnjo mejo in najvecjo zgornjo mejo!

.. .6 . : .
4. Al je Stevilo 7 ¢len zaporedja s sploSnim ¢lenom a, = ? Koliko ¢lenov tega

n+1
D 3 10
zaporedja lezi na intervalu | —,
4’ 11
5. Izracunaj limite zaporedij s splo$nimi ¢leni:
3n* -7 7+n-2n’ 3n*\n +7n
) 4, =5 b a, =S ga,m
n-+n+1 n°+n+1 100" +n+1
> +2n—1 -12 3
d)an:3.”2+—” &) a = f)an:m+l
15n° —15n—1 Vi +1 n+1

9) a,=n—+n"-2n-4 h)a, =2n—+4n> +2 i)a, =vn*+2-n

)a,= (1 +3]n K) a, = (1 - 3jn D) a, = (1 +ljn_
n Sn n

(n-1)" _(n-1)! ()
™ a"_(n+lj " G ) °) G (- 1)1
_ 2n!
P) a, (n—1)1=n!

6. Dokazi lastnosti limite:
a) lim(a, +b,) =lima, +limb,

n—>o0 n—»0 n—>0

b) lim(a, —b,) = lima, — limb,

n—>»0 n—>0 n—>0

¢) lim(a, -b,) = lima, - limb,

n—>0 n—>0 n—>0
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IzraCunaj prve Stiri Clene aritmeti¢nega zaporedja, za katerega velja:
a,+a,=51in aa,=2.

IzraCunaj prve Stiri Clene aritmeti¢nega zaporedja, za katerega velja:
a,+a,=—4 in a,a,=-4.

IzraCunaj prve Stiri Clene geometri¢nega zaporedja, za katerega velja:
9 .
a, +a,=— in a,a,=—.
1 4 8 2 73 8
. IzraCunaj vsoto prvih §tirih ¢lenov geometri¢nega zaporedja, za katerega velja:

5 .
a,+a;=—1In a,a;,=1.
2

V geometricnem zaporedju je produkt prvega in osmega ¢lena 4374, vsota Cetrtega in
petega Clena pa je 135. Izracunaj vsoto prvih osmih ¢lenov!

Ce pristejemo §tirim zaporednim ¢lenom aritmeti¢nega zaporedja po vrsti 1, 8, 35 in
122, dobimo stiri Stevila, ki tvorijo geometri¢no zaporedje. Napi$i obe zaporedji!

Pokazi, da je zaporedje s splognim ¢lenom a, = 4 -5'", A = konst., geometri¢no!

Svetlobni Zarek izgubi pri prehodu skozi steklo 10% svoje energije. Koliko energije
izgubi pri prehodu skozi 10 taksnih steklenih plos¢, ¢e zanemarimo odboj?

Ugotovi konvergenco vrste:

1 2 3 4 5 2 4 6 8 10 S|
Q) —+—+—F+—+—+ - by —+—+—+—+—+ -+ C —
)23456 )332333435 ),;\/%

Izracunaj vsoto vrste
= 1

a) Zm b)Zm

8
—

1 1 1
+ + +—t -
2-3 3-4 4.5 5-6

Dokazi, da je vrsta konvergentna in izra¢unaj njeno

vsoto!

Ugotovi, ali je konvergentna vrsta :

) )G o)
dDl—=1 =] +|=]| +|5]| + - + + o
o\k+1 2 3 4 n+1

w 2k-1
Z uporabo Cauchyjevega kriterija ugotovi, ali konvergira vrsta Z(%) .

i\ 3k —1
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20. Ali so konvergentne naslednje vrste:

A2
Ms M
=

=k = 3k )
Y Z K +1 b)z(3k+1j

k=1 k=1

oY (VEk-vE—1) 0

0

d) Z;

~

n=1 n2 —4I’l+5 k=1 =1 t4+1

N ©®
Resitve
1 a=tim2 o)

n>e p+3
ntl <0,01 oz el PR
n+3 n+3 100
1 . ) .. ) )
Od tod <—— =>n>497. Znotraj 0,01-okolice limite so ¢leni od vklju¢no

n+3
498-tega dalje.

1 -1
2. a)anzn+ b)an: n C)an:n
n+1 n
d) a,=2n-1 e)a,=n"+1 f)a, =n"-1
a 2 3
3. ml—1— < 1= zaporedje je padajoce, m=1, M==
a, 4n® +6n+2 poreqe Jepacal 2
4. n=6.Naintervalu lezi 8 ¢lenov: a,,a,,as,a4,a,,a,a, In a,.
5. a)3b) 2 ¢)w d) % e)0 f)o g)1 h) 0 )0 j)e’
S5n 2
3
n 2
k) 1im(1—3j ~ lim| 14— —e §
n—o Sn n—o0 (_Snj
2
1 n-2 B 1 n 1 -2 ,
) lim| 1+— =lim||1+—||1+— =e m) e
n— n n—>0 n n
—1)! —-1)!
n) lim (n=1)_ ) I -0 0) 0 p) -2
oo (n+1)! e (n=1)n (n+1)  =n(n+1)
7. L. a =1, d=1=12,3,4
. a, =-6, d=17/3=-6,-1/3,16/3,11
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11.
12.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

a, =2,

1
I alzg
. a =1,

1
. a=2,0===85,=—
175777

Il a1=2,q=—%:>84:E

4
s, = 6305
8
Cleni aritm. z. so: 4, 7, 10 in 13, ¢leni geom. z. so: 5, 15, 45 135.
~ 65%.
a) Zaporedje delnih vsot s, :%, s, :Z, s 23
navzgor ni omejeno, zato vrsta ni konvergentna.
2(n + 1)
n+l 2 2
b) D’ Alembertov kriterij: Dot _ 3 =T
a, 2n 6n
3}1
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d=-2=2,0,-2,-4

1 ) .
q = — = iskana Stevila: 1,

15

q = 2 = iskana Stevila:

b

1
4 2

0 | —

==, $4=—,
6" 7 1277 60

1
2

111
2747 8

163

... je naraS¢ajoce in

2n+2 B

n—>0 a
n

Ker je zgornja limita manjSa od 1, je vrsta konvergentna.

¢) Ni.

limz/a, = limz

n
noo |\ n+1

Vrsta je konvergentna.

n—x0

a) ne

b) ne

c) da

e

d) da
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4 ZAPOREDJA V POSLOVNI
MATEMATIKI

4.1 Indeksi

Definicija: Indeksi so Stevila, ki kazejo odnose med vrednostmi, s katerimi merimo razlicne
pojave. Ti odnosi so najbolj nazorni in predstavljivi, ko vse vrednosti primerjamo z neko
dogovorjeno in znano vrednostjo pojava. Tej vrednosti pravimo osnova ali baza
primerjanja.

Naj bo S,, S,, S,, ..., S

PEEREEE]

pojava. Vsaki od teh vrednosti lahko priredimo indeks 1,,k=0,12, ...

Odnose primerjanja (indekse) bomo najenostavneje merili tako, da bomo osnovi predpisali
indeks 100, razmerja pa se nato izrazajo podobno kot pri procentnem racunu.

zaporedje numeri¢no izraZenih vrednosti nekega

Vzemimo za osnovo primerjanja kar prvi podatek S,, ki mu predpisemo indeks 100.

Ostale indekse 1,,k =1,2, ..., ki pripadajo vrednostim S, , k£ =1,2,3,..., izraCunamo iz
sorazmerja
S, :S,=1,:100
od koder je
Sk
Ik=S—‘100, k=1,2,3,... (4.01)

Zaporedju S,, S,, S,, ..., S,, ... Smo na ta nacin priredili zaporedje indeksov s
stalno osnovo (4.01).

Vidimo, da lahko pri prouc¢evanju nekega pojava namesto absolutnih numeri¢nih vrednosti
S, , k=1,2,3,... uporabimo tudi pripadajoce relativne vrednosti, to je indekse |, za

vsak £k =1,2,3, ....
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Primer:
V naselju X se je od leta 2010 do 2018 stevilo prebivalcev gibalo tako, kot kaZe tabela:

leto 2010 | 2011 |2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018
St. prebiv. | 1300 | 1350 | 1380 | 1400 | 1410 | 1405 | 1430 | 1440 | 1455

Gibanje Stevila prebivalstva v tem naselju lahko prikazemo tudi z relativnimi vrednostmi -
indeksi. Vzemimo za 0snovo primerjanja Stevilo iz leta 2010.
Indekse s stalno osnovo izra¢unamo po obrazcu (4.01):

I, _ 100, zavse k=0,1,2,3,4,5,6,7,8.

0

Od tod dobimo zaporedje pripadajocih indeksov s stalno osnovo:

leto 2010 | 2011 | 2012 | 2013 |2014 |2015 |2016 |2017 | 2018
indeks | 100 |103,8 | 106,2 |107,9 | 1086 |108,1 |110,0 | 110,8 | 111,9

To pomeni, da je bilo leta 2011 prebivalcev za 3,8% ve¢ kot leta 2010, leta 2012 za 6,2%
ved kot leta 2010, leta 2013 za 7,9% vec kot leta 2010 itd.
XX

Pri racunanju indeksov pa lahko osnovo tudi spreminjamo - tedaj govorimo o indeksih s
premi¢no osnove. Med tak$nimi so posebej uporabni verizni indeksi 1, ki so definirani
S sorazmerjem

S :S,.,=1":100
od koder sledi

wwsz-mO,k:LLS,“. (4.02)

k-1

Verizni indeksi torej kazejo relativno mero primerjanja dveh sosednih ¢lenov v zaporedju
Sy, S, 8, i, S, ...

n

Opomba:
Prvi ¢len v zaporedju seveda nima veriznega indeksa, ker pred njim ne stoji noben podatek

in ga torej ne moremo primerjati z nicemer.
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Primer:
Na osnovi tabele gibanja prebivalcev v naselju X izraCunajmo pripadajoce verizne indekse.

leto 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 |2015 | 2016 | 2017 | 2018
St. prebival. 1300 | 1350 | 1380 | 1400 | 1410 | 1405 | 1430 | 1440 | 1455

Tabela veriznih indeksov:

leto 2010 | 2011 [ 2012 |2013 |2014 |[2015 |2016 |2017 | 2018
ver. ind. - [103,8 |102,2 |101,4 |100,7 | 99,6 101,8 | 100,7 | 101,0

To pomeni, da se je Stevilo prebivalcev leta 2011 povecalo za 3,8% glede na leto 2010, leta
2012 se je povecalo za 2,2% glede na leto 2011, leta 2013 se je povecalo za 1,4% glede na
leto 2012, leta 2014 se je povecalo za 0,7% glede na leto 2013, leta 2015 se je zmanjsalo za
0,4% glede na leto 2014 itd.

L X R

Cleni zaporedja S,, S,, S,, ... , S

PEEREEE]

naj pomenijo vrednosti nekega pojava v

enako dolgih ¢asovnih intervalih, npr. letno stanje prebivalcev nekega obmocja, mese¢no
proizvodnjo v podjetju, polletno Stevilo prodanih knjig, letni dobicek podjetja itd. V
takSnem primeru pravimo, da ti podatki tvorijo ¢asovno vrsto.

Zaporedje S,, S,, S,, ..., S, , ... Je seveda odvisno od konkretnega merjenega

pojava, vendar je v nekaterih posebnih primerih lahko aritmeti¢no ali geometri¢no.

Poglejmo si ti dve idealni moznosti.

1. Ko je zaporedje S,, S,, S,, ..., S aritmeticno, torej ko velja

S, -S,.,=4d, k=123, ... (4.03)
tudi pripadajoci indeksi s stalno osnovo tvorijo aritmeti¢no zaporedje, saj je

|k—|k1=i-100—%.100=1§—0(sk—s“)=1§—0d=d1, k=1,2,3, ... (4.04)

S0 0 0 0

Kadar je d >0 (oziroma s tem tudi d, >0), pravimo, da vrednosti pojava naras¢ajo po
aritmeticnem zaporedju ali linearno, kadar pa je d <0 (in hkrati tudi 4, <0), pa te
vrednosti padajo linearno.
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V tovarni je proizvodnja izdelkov narascala tako, kot kaze tabela:

leto 2012 2013 2014 2015 2016 2017

Proizvodnja (komadi) | 50000 |[51000 |52 000 53000 |[54000 |55000
Pripadajoca tabela indeksov s stalno osnovo (S, = 50.000 kosov leta 2012):

leto 2012 2013 2014 2015 2016 2017

ind. s stalno osn. 100 102,0 104,0 106,0 108,0 110,0

Zaporedje absolutnih vrednosti in zaporedje indeksov tvorita aritmeti¢no zaporedje. Pri
prvem je diferenca d =1000, pri drugem pa d, =2 . Merska enota prvega zaporedja so
komadi, merska enota drugega zaporedja so procenti. Obe zaporedji narai&ata linearno. Ce
izberemo pravokotni koordinatni sistem tako, da na vodoravni osi merimo leta, na navpiéni
osi pa pripadajoce vrednosti zaporedja, dobimo tocke, ki leZe na premici. Na sliki 25
vidimo graf indeksov s stalno osnovo. Tocke na vodoravni osi (2012, 2013, ...) pomenijo

konec posameznega leta.

indeks

110
108
106
104
102
100

6
2012

2. Zaporedje S,, S,, S,, ..., S

2013

2014

2015

2016

2017

Slika 25: Linearno naraS¢anje vrednosti pojava

n

k=123, ...

108

, ... Naj bo geometricno, tako da velja

¢as

(4.05)
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Pripadajoci indeksi s stalno osnovo (obi¢ajno je ta osnova kar §) tudi tvorijo geometri¢no
zaporedje z istim kvocientom:

| ? 100
e o =2 —q, k=123, .. (4.06)
ho Ses 00 Ses

S0

Kadar je g > 1, pravimo, da vrednosti pojava naras$¢ajo po geometriénem zaporedju ali
eksponentno, kadar paje 0<g <1, te vrednosti padajo eksponentno.

Pri eksponentnem padanju ali nara$¢anju vrednosti nekega pojava so vsi verizni indeksi
med seboj enaki, saj iz (4.02) in (4.06) takoj ugotovimo:

1) =SS—k -100=q-100, k=1,2,3, ...

k-1

Primer:
V Solski knjiznici se je Stevilo izposojenih knjig spreminjalo tako, kot kaze tabela:

2012
3000

20013
3180

2014
3371

2015
3573

2016
3787

2017
4 015

leto
izpos. knj. (kom.)

Brez tezav ugotovimo, da Stevilo izposojenih knjig v posameznih zaporednih letih tvori
geometri¢no zaporedje s kvocientom ¢ =1,06.

Pripadajoca tabela indeksov s stalno osnovo (S, = 3.000 knjig leta 2006):

leto 2012 2013 2014 2015 2016 2017

ind. s st. 0snovo 100 106,0 112,4 119,1 126,2 133,8
Indeksi s premi¢no osnovo pa so med seboj enaki:

leto 2012 2013 2014 2015 2016 2017

verizni indeksi - 106,0 106,0 106,0 106,0 106,0

Na sliki 26 je z debelo ¢rto narisan graf, ki prikazuje eksponentno narascanje Stevila
izposojenih knjig po podatkih iz tabele. Za primerjavo je narisana premica, ki kaze linearno
naraScanje.

Na abscisni osi pomenijo: tocka 2012 konec leta 2012, tocka 2013 konec leta 2013 itd.
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3500

3000

2012 2013 2014 2015 2017 cas

Slika 26: Eksponentno nara$¢anje Stevila izposojenih knjig

LR X4

4.2 Obrestni rac¢un

Pri obrestnem (in kasneje pri obrestno obrestnem) racunu imamo opraviti z naslednjimi
osnovnimi pojmi:

Glavnica (obic¢ajno jo ozna¢imo s ¢rko G) je (iz)posojeni znesek denarja. Merimo jo v
denarnih enotah, npr. USD , JPY, EUR itd.

Kreditodajalec je fizi¢na ali pravna oseba, ki denar posodi fizi¢ni ali pravni osebi. Vlogo
kreditodajalca bomo pripisali tudi osebi, ki ima denar na banki (knjiZica, tekoc¢i racun, Ziro
racun).

Kreditojemalec je fizi¢na ali pravna oseba, ki si denar izposodi od fizi¢ne ali pravne osebe.
Vlogo kreditojemalca bomo pripisali tudi banki, ki razpolaga z denarjem svojih strank.

Obresti (oznac¢imo jih s ¢rko 0) so nadomestilo za uporabo glavnice, Ki jo je kreditodajalec

za doloc¢en Cas prepustil kreditojemalcu. Merimo jih v denarnih enotah, npr. USD, JPY,
EUR itd.
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Cas obrestovanja (obi¢ajni znak je ¢rka n) je ¢as, za katerega se obratunavajo obresti.
Merimo ga v dnevih, mesecih, letih. Cas obrestovanja je v neposredni zvezi tudi s pojmom
roc¢nost. Posojilo je lahko kratkoro¢no, srednjeroc¢no, pa tudi dolgorocno.

Obrestna mera (znak p ali 7 ) je sorazmernostni faktor, ki pove, koliko denarnih enot
nadomestila (obresti) placa kreditojemalec kreditodajalcu za vsakih 100 denarnih enot
glavnice, vlozene za eno dogovorjeno ¢asovno obdobje. To ¢asovno obdobje je najveckrat
eno leto, tako da najpogosteje govorimo o letni obrestni meri. Enota za obrestno mero je %.
Pri podatkih o obrestni meri sreCamo tudi oznake, ki povedo, na kaksno ¢asovno obdobje
se nana$a obrestna mera. Te 0znake so:

e zaleto p.a., kar pomeni per anno,

e zapolletje p.s., kar pomeni per semestris,
e za Cetrtletje p.g., kar pomeni per quartus,
e Zamesec p.m., kar pomeni per mese.

Kapitalizacijska doba je obdobje med dvema zaporednima obracunoma (pripisoma)
obresti. Obicajna kapitalizacijska doba je eno leto, lahko tudi manj, izjemno redko je
daljsa.

Kapitalizacija (znak m) je Stevilo, ki pove, kolikokrat pripiSemo obresti v obdobju, za
katerega velja dogovorjena obrestna mera p. Pri letni obrestni meri in letni kapitalizaciji je
m=1, pri letni obrestni meri in polletni kapitalizaciji je m=2, pri letni obrestni meri in
mesecni kapitalizaciji je m=12, pri mesecni obrestni meri in mesecni kapitalizaciji je
m =1 in podobno.

Dekurzivno obrestovanje je postopek pripisa obresti po pretecenem Casovnem obdobju,
torej "za nazaj". Obresti, ki jith dobimo na ta nacin, imenujemo dekurzivne, obrestni meri
pa pravimo dekurzivna obrestna mera in jo oznac¢imo s ¢rko p.

Anticipativno obrestovanje je postopek obraCunavanja obresti Ze na zacetku
obrestovalnega obdobja, torej "v naprej". Anticipativne obresti ob zafetku obdobja
odvzamemo od osnovne glavnice. Anticipativno obrestovanje je smiselno le pri kreditnih
poslih. Anticipativno obrestno mero, ¢e do nje pride, oznac¢imo z gr§ko ¢rko 7.

Primer:

Za leto dni si izposodimo 1000 d.e. (denarnih enot) pri letni obrestni meri 10%. Za
enoletno uporabo te glavnice bomo pri dekurzivnem obrestovanju placali 100 d.e. po
preteku enega leta. Ce bi bilo obrestovanje anticipativno, bi bile te obresti tudi 100 d.e.,
vendar bi jih morali placati takoj ob najetju posojila, tako da bi v resnici dobili le 900 d.e.
kapitala.

Obresti so sicer v obeh primerih nominalno enake (100 d.e.), vendar smo pri dekurzivnem
obrestovanju lahko uporabili vseh 1000 d.e. kredita, pri anticipativnem obrestovanju pa
smo imeli dejansko na razpolago le 900 d.e. kapitala!

Anticipativno obrestovanje je za kreditojemalca manj ugodno (drazje) kot dekurzivno!
L X X J
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Reduciranje pomeni preracunavanje nekega zneska na nek dolo¢en (dogovorjen) trenutek
ali termin.

Znesek dospeva (valutira) na nek termin (trenutek, datum), ko ga je potrebno v racunu
upostevati, npr. ko ga je potrebno vrniti.

Casovna premica je Stevilska premica, na kateri izbrane tocke pomenijo posamezne
termine. Zaradi nazornosti problemov obrestnega racuna si dogajanja mnogokrat
predstavimo grafi¢no na Casovni premici.

Obdobije je interval med dvema to¢kama na ¢asovni premici.

Primer:
Na zacetku leta smo vlozili znesek A, ¢ez dve leti Se znesek B. Po treh letih od druge vloge
dvignemo celoten znesek, ki ga ozna¢imo z X. NariSimo dogajanje na ¢asovni premici!

Resitev:

Na Stevilski premici izberemo tocke, ki pomenijo zacetek 1. leta, zacetek 2. leta (to je
hkrati konec 1. leta), zaCetek 3. leta (to je istoCasno konec 2. leta) itd. NariSemo toliko tock,
kot jih potrebujemo (slika 27). Interval med dvema zaporednima to¢kama pomeni v tem
primeru obdobje enega leta.

Opomba: S puscico * smo oznacili vlogo, s pus¢ico 4 pa dvig nekega denarnega zneska.

lLlto = 21leto = 3.leto = 4leto | 5. leto
Slika 27: Uporaba ¢asovne premice

I X X 4

Zneskov, ki dospevajo v razli¢nih trenutkih, ne moremo Kar primerjati. Ker pa jih smemo
preracunati oz. reducirati na poljuben trenutek, jih naredimo primerljive s tem, da vse
preracunamo na isti termin.

Ko znesek reduciramo na termin, ki je kasnejSi od njegovega sicerSnjega dospetja, mu
moramo za to obdobje pristeti obresti - pravimo, da znesek naobrestimo (slika 28).

112



POSLOVNA MATEMATIKA

-~ -

¢asovna premica

Slika 28: Znesek A naobrestimo

Ko znesek reduciramo na termin, ki je pred njegovim sicerSnjim dospetjem, mu moramo za
to obdobje odsteti obresti - pravimo, da znesek razobrestimo (slika 29).

> -
¢asovna premica

Slika 29: Znesek B razobrestimo

Med seboj lahko primerjamo le glavnice, ki smo jih reducirali na isti termin. O tem govori
nacelo ekvivalence glavnic, ki se glasi:

Razlicne glavnice so ekvivalentne (enakovredne), ce postanejo po reduciranju pri isti
obrestni meri na isti termin enake.

Uporaba nacela ekvivalence glavnic nam pomaga, da pri reSevanju konkretnih nalog
obrestnega racuna najprej zapiSemo temeljno bilan¢no enacbo:

VSOTA VSEH VLOG, REDUCIRANIH NA SKUPNI TERMIN =

= VSOTA VSEH DVIGOV, REDUCIRANIH NA ISTI SKUPNI TERMIN

Konkretna oblika te enacbe je seveda za vsak primer drugac¢na, kar je odvisno od stevila in
oblike vlog, dvigov, nacina obrestovanja ipd. Iz nastavljene enacbe nato izrazimo iskano
koli¢ino kot neznanko in jo z upostevanjem podatkov nato Se izratunamo. Pri numeri¢nem
racunanju si pomagamo s kalkulatorjem.
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4.3 Navadni obrestni racun

Pri navadnem obrestnem racunu izhajamo iz predpostavke, da obresti vsakokrat racunamo
le od prvotne glavnice. Navadno ali enostavno obrestovanje je najpreprostejs$i naéin
obracunavanja obresti. Obi¢ajno se uporablja za obdobja, krajsa od enega leta.

Ozna¢imo:

G, - zacetna glavnica
p - obrestna mera v % za kapitalizacijsko obdobje

n - Cas obrestovanja
o - obresti

Obresti izraCunamo z uporabo obi¢ajnega procentnega racuna. En procent (ali ena stotina)

. G . . G
zadetne glavnice G, je ﬁ denarnih enot, p % pa je seveda p-krat veg, to je 1‘()) é) :
Torej so obresti za vsako posamezno kapitalizacijsko obdobje

0= M (4.07)

100

Glavnica po prvem Kkapitalizacijskem obdobju se povea na G,+o, po drugem
kapitalizacijskem obdobju se pove¢a na G, + 20, po tretiem na G, + 3o itd., po n-tem pa
na G,+no. OcCitno je, da pri navadnem obrestnem raunu glavnica naras¢a kot
aritmeti¢no zaporedje

G,, G,+o0, G,+20, G,+30, ... ,G,+no, ... (4.08)

s prvim ¢lenom G, in diferenco o.

Zaporedje (4.08) je seveda narascajocCe, ker je diferenca pozitivna (obresti so naceloma
vedje od ni¢, vendar glej opombo spodaj®). Uporaba navadnega obrestnega racuna torej
pomeni linearno rast glavnice, zato namesto izraza navadno obrestovanje veckrat
uporabljamo tudi besedo linearno obrestovanje.

V pravokotnem koordinatnem sistemu, kjer na vodoravni osi odmerjamo Stevilo
kapitalizacijskih dob (Cas), na navpicni osi pa vsakokratne pripadajoce glavnice, dobimo
tocke, ki leze na premici (slika 30).

3 Obrestna mera (in s tem obresti) je v izjemnih primerih lahko tudi ni¢ ali celo negativna!
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glavnica

G, +no

Slika 30: Linearna rast glavnice pri navadnem obrestnem racunu

Ce je letna obrestna mera p %, so obresti za glavnico G, po formuli (4.07) za eno leto
G, p

O:W. Zaradi Ze ugotovljene premosorazmernosti so obresti za en mesec le ena
Gyp
- . . G
dvanajstina letnih, torej o = 100 _ Op, za m mesecev pa so
12 1200
G
o= 2o P (4.09)
1200

G, p

Podobno so navadne obresti zaendan o = ——-"— inza ddni
36500

G, pd

=0 4.10
36500 (4.10)
Pri prestopnem letu bi veljalo
0= Go—pd (4.11)
36600

V formulah (4.10) in (4.11) je obrestna mera letna.

Uporaba enostavnega obrestnega racuna je Siroka.
Poglejmo si nekatere moznosti uporabe navadnega obrestnega racuna kar na primerih.
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V teh primerih bomo spoznali tudi nekatere nove pojme, zato jih ne smemo preskoditi!

Primer:

Dne 14. februarja 2016 si je nekdo izposodil 10.000,00 EUR, ki jih je vrnil 3. julija istega
leta. Kolik$ne obresti je moral placati, ¢e mu je kreditodajalec obracunal navadne obresti
po 6% letni obrestni meri?

Resitev:

V nalogi ni posebej navedeno za kaksno obrestovanje gre - dekurzivno ali anticipativno.
Ker se v praksi praviloma uporablja dekurzivno obrestovanje, anticipativno pa le v
izjemnih primerih, se bomo drzali dogovora: vsi zneski se obrestujejo na dekurzivni nacin,
Ce ni posebej povedano, da je obrestovanje anticipativno.

Ker je bilo leto 2016 prestopno, bomo obresti izracunali po formuli (4.11), najprej pa
moramo presteti dejansko Stevilo dni.

V splosnem velja, da prvega dne (tedaj, ko denar posodimo ali ga viozimo v banko in
podobno) ne stejemo, zadnji dan (tedaj, ko npr. denar vinemo ali ga dvignemo iz banke in
podobno) pa pri Stetju dni upostevamo.

V tem primeru torej ne bomo upostevali 14. februarja, 3. julij pa bomo pristeli k dnevom
obrestovanja. Dneve prestejemo po koledarju (februar ima 29 dni!):

mesec §t. dni
februar 2016 15
marec 2016 31
april 2016 30
maj 2016 31
junij 2016 30
julij 2016 3
Skupaj 140

Od tod:
0o G,pd 10000 - 6 -140

= = =229,51 EUR.
36600 36600

L X X

Primer:

V banko vlagamo eno leto na zacetku vsakega meseca po 100,00 EUR. Koliko bomo imeli
z obrestmi vred privarevanega ob koncu leta, ¢e je dogovorjeno navadno obrestovanje po
1% p.a.?
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Resitev:
Zneskom, ki dospevajo ob zacetku posameznega obdobja, pravimo prenumerando zneski,
zneskom, ki dospevajo ob koncu vsakega obdobja, pravimo postnumerando zneski.

V nasem primeru gre za prenumerando mesecne vloge. NariSimo dogajanje na ¢asovni
premici (slika 31).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Slika 31: Dinamika vlog iz zgornjega primera
Znesek a smo vlozili 12-krat na zaCetku vsakega meseca. Znesek X je iskana skupna

vrednost vseh vlog z obrestmi vred in ga smemo obravnavati kot (morebitni) dvig.
Uporabimo Ze poznano nacelo ekvivalence glavnic

Vsota vseh vlog, reduciranih Vsota vseh dvigov, reduciranih

na isti skupni termin na isti skupni termin

Skupni termin je lahko katera koli tocka na Stevilski premici, vzemimo v tem primeru naj
bo to konec leta. Za vsako posamezno vlogo bomo smiselno porabili formulo (4.09).

Prva vloga, to je znesek a, vlozen na banko na zaCetku prvega meseca, se obrestuje 12

3 _ ) 12
mesecev, torej je na koncu leta, to je po 12 mesecih, vredna [a + 126(2)5

J . Druga vloga se

. . . . 11
obrestuje 11 mesecev, torej je na koncu leta - v istem terminu - vredna (a+ p].
Podobno velja za vse ostale vlioge. Zadnja med njimi se do izbranega termina naobresti le
za en mesec, torej je tam vredna [a + %) Iskana skupna vloga (lahko jo interpretiramo

kot dvig) je v isti tocki enaka kar X, tako da dobimo enacbo

a+12ap + a+11a P\ a+10a P + e+ a+—a P =X
1200 1200 1200 1200

Clene leve strani enacbe seStejemo:

-p(124+114+10+--- +1
12a+ 2Pl )_x
1200
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Vsota v oklepaju (1+2+---+11+12) je vsota 12 &lenov aritmeti¢nega zaporedja s prvim

. o . n(a, +a,) . .
¢lenom 1 in diferenco 1. Po formuli (3.21) S, = - je ta vsota sedajle
12(1+12
o 12+12) o

2

Od tod
a(14400+78 100(14400+78-1
x - 2(14400+78p) 100(14400+78-1) , ,o0 oo b
1200 1200

XX
Primer:

Koliko bi morali vlagati v banko dve leti na koncu vsakega meseca, da bi imeli na koncu 2.
leta z obrestmi vred privarevano 1.292,00 EUR, ¢e gre za navadno obrestovanje po
obrestni meri 8% p.a. ?

Resitev:
V tem primeru gre za postnumerando vloge, kar seveda vpliva na Stevilo obdobij
obrestovanja. Grafi¢ni prikaz je na sliki 32.

X
a a a a a a a

1 2 3 4 23 24

Slika 32: Postnumerando vloge
Za skupni termin izberimo konec 2. leta. Prva vloga se do dogovorjenega termina obrestuje

le 23 mesecev, druga vloga se obrestuje 22 mesecev itd, zadnja vloga pa se sploh ne
obrestuje. Nacelo ekvivalence glavnic da enac¢bo

23
a+22L a+22ap +otlar—L \ra=x
1200 1200 1200

Clene na levi strani sestejemo

ap (23+422+421+ -+ +1)
24 a + =X
1200

V Steveu je v oklepaju vsota prvih 23 zaporednih naravnih $tevil, to je vsota prvih 23
Clenov aritmeti¢nega zaporedja s prvim ¢lenom a, =1 in diferenco d =1. Po formuli

: 23-(23+1)
(3.31) je tavsota S,; =1+2+ --- +22+23:T:276.
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Od tod
(28800+276 -p)-a _
1200 B
in
1200- X 1200-1292

=50,00 EUR.

a= =
28800+276-p 28800+276-8

Mesecna vloga mora biti 50,00 EUR.
I X X

Primer:
Kolika je diskontirana vrednost glavnice 100.000,00 EUR, ki dospeva ¢ez dva meseca, ¢e
je letna obrestna mera 8% in se dogovorimo za navadno obrestovanje?

Resitev:
Diskontiranje glavnice pomeni izracun sedanje vrednosti glavnice iz dane koncne
vrednosti (slika 33). Dogovorimo se, da pomeni kon¢na vrednost glavnice naobresteno
sedanjo vrednost, ki jo bomo iz tega razloga izracunali na dekurzivni nacin kot neznano
0osnovo.

QGrafi¢no:

G, . G,
2 -
1 2
Slika 33: Diskontiranje glavnice

Za m mesecev velja
G,-p-m G, (1200+ p m)
1200 1200

G, =G,+o=G, +

in od tod
1200G,

° 1200+ pm
Za dva m = 2 (meseca) pa dobimo

1200G, 1200 -100000,00

.= = =98.684,20
1200+ pm  1200+8-2

Diskontirana vrednost glavnice je 98.684,20 EUR.
XX
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Primer:

Kreditodajalec nam posodi 300.000,00 d.e. za 6 mesecev po 10% letni obrestni meri
anticipativno in navadnem obracunu obresti. Koliko gotovine dobimo na rafun tega
kredita? Koliksen kredit bi morali najeti, da bi prejeli 300.000,00 d.e. gotovine?

Resitev:

Kreditodajalec in kreditojemalec sta se dogovorila za anticipativni nacin obracuna obresti,
zato predstavlja kredit 300.000,00 d.e. kon¢no vrednost glavnice G, . Dejanski znesek, ki
ga iz tega kredita prejmemo danes, je manjsi od vrednosti kredita za vnaprej odstete obresti
za m mesecev:

G
G, =G, ~0=G, - k”’":Gk@ ”mj

1200 1200

G, =300000

(1_Mj ~ 285.000,00 de.

Dejansko prejmemo danes le 285.000,00 d.e. gotovine. Ce Zelimo dobiti celih 300.000,00
d.e. gotovine, bomo morali zaradi anticipativnega obrauna obresti najeti vecji znesek
posojila.

1z sploSne enacbe

G -G —0eG G, zm Gy (1200—7zm)
0Tk 1200 1200

1zraGunamo kon¢no glavnico G,

12006,
K 1200—zm

V nasem primeru je torej:

_1200G, _ 1200 - 300000,00

= =315.789,50 d.e.
1200-7m  1200-10-6

Ce bi hoteli dobiti 300.000,00 d.e. gotovine danes, bi morali vzeti 315.789,50 d.e. kredita.
L X X J

Primer:
Kaksna anticipativna obrestna mera 77 je pri navadnem obrestnem racunu ekvivalentna
dekurzivni obrestni meri p ?
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Resitev:
Obrestni meri sta ekvivalentni, ko je pri dani koncni vrednosti glavnice in v danem casu
(mesecih, dnevih) enaka tudi sedanja vrednost glavnice pri obeh nacinih obrestovanja.

Vzemimo najprej mesecno obrestovanje.
Iz prejsnjega primera vemo, da pri anticipativnem mesecnem obrestovanju velja formula

G
G, =G, -2 _gl1-22
1200 1200

Pri dekurzivnem obrestovanju za m mesecev pa velja:

1200 G,
* 1200+ pm

Pogoj ekvivalence nam da enacbo

Tm 1200 G,
G,|1- =
1200 ) 1200+ p m

Od tod dobimo:

1200p

T=— (4.12)
1200+ pm
12007
=" 4.13
p 1200— zm ( )

Vzemimo S$e dnevno obrestovanje. Podobno kot za mese¢no, dobimo za dnevno
anticipativno obrestovanje formulo

G, =G,[1--"4
36500

in za dnevno dekurzivno obrestovanje

36500 G,
36500+ p d

0

Spet velja

1— _
36500

rd 36500 G,
g 36500+ p d

in Ze imamo:
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e 36500 p (4.14)
36500+ pd
365007
=_ - 4.15
P = 36500— 7d (4.15)
XX
Primer:

Posojilodajalec ponuja za 200 dni posojilo po anticipativni obrestni meri 10%. Koliksni
dekurzivni obrestni meri je ekvivalenten ta pogoj?

Resitev:
Uporabili bomo Ze izpeljan obrazec (4.15) za podatka 7 =10% in d =200.

36500 36500-10

= = =10,58%
36500—zd 36500—-10-200

p

Ekvivalentna dekurzivna obrestna mera je seveda za kreditojemalca manj ugodna kot
anticipativna. Pogoji se Se slabsajo z naraS¢ajocim Stevilom dni obrestovanja: tako bi za
d=300 (in 7=10%) dobili p=10,90%, za d=400 (in 7=10%) bi bila
ekvivalentna dekurzivna obrestna mera ze p =11,32% itd.

L X X

Primer:

cey e

2017 takle promet:

Dogodek Znesek Dne

vlioga 100.000,00 d.e. | 10.01.2019
dvig 90.000,00 d.e. | 15.03.2019
vlioga 120.000,00 d.e. | 12.07.2019
vlioga 100.000,00 d.e. | 03.10.2019
dvig 150.000,00 d.e. | 12.12.2019

cen .

mera 5% p.a..
Resitev:

Pri obracunu obresti za hranilne vloge lahko uporabljamo dve metodi - progresivno in
stopnjevalno.
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Pri progresivni metodi obracunavamo obresti posebej za vioge in posebej za dvige za cas
od nastanka dogodka do izbranega datuma. Skupne obresti dobimo z razliko med obrestmi
od vlog in obrestmi od dvigov. Izbrani datum je obicajno 31.december tistega leta, za
katerega racunamo obresti.

Pri stopnjevalni metodi vsakokratno stanje (saldo) hranilne vloge/dviga obrestujemo od
njenega nastanka do naslednje spremembe (vloge/dviga), pri zadnji spremembi pa do
dogovorjenega datuma - obicajno 31.december tistega leta, za katerega racunamo obresti.

Obe metodi delujeta na osnovi istih pravil navadnega obrestnega racuna, zato je seveda
kon¢ni rezultat pri obeh metodah enak!

Resimo nalogo na oba nacina!

a) Progresivna metoda

Najprej za vse dogodke prestejemo dneve po koledarju od datuma nastanka dogodka do
31.12.2019. Pri tem prvega dne ne Stejemo, zadnji dan pa upoStevamo. UpoStevajmo Se,
da leto 2019 ni bilo prestopno.

Prvi dogodek je vloga 100.000,00 d.e., opravljena 10.01.2019. Od tega dne do 31.12.2019
je preteklo 355 dni.

Drugi dogodek je dvig 90.000,00 d.e. dne 15.03.2019. Do 31.12.2019 je preteklo 291 dni.
Tretji dogodek je vloga 120.000,00 d.e. dne 12.07.2019. Do 31.12.2019 je preteklo 172
dni.

Cetrti dogodek je vloga 100.000,00 d.e. dne 03.10.2019. Do 31.12.2019 je preteklo 88 dni.
Peti dogodek je dvig 150.000,00 d.e. dne 12.12.2019. Do 31.12.2019 je preteklo 19 dni.

Za vsak znesek izraCunamo pripadajoce obresti po formuli (4.10). Pri tem dodelimo
obrestim za vloge pozitivni predznak, obrestim za dvige pa negativni predznak. Negativni
predznak pomeni, da teh obresti zaradi opravljenega dviga nismo dobili.

Dogodek Znesek (d.e.) | St dni Obresti (d.e.)
vloga 100.000,00 355 +4.863,01
dvig 90.000,00 291 -3.587,67
vloga 120.000,00 172 +2.827,39
vloga 100.000,00 89 +1.219,18
dvig 150.000,00 19 -390,41
Obresti  skupaj 4.931,50

Sedaj lahko tvorimo celotno tabelo:
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Valuta Dni | Vloge Dvigi Stanje Obresti za | Obresti za
vioge dvige
10.01.2019 | 355 | 100.000,00 100.000,00 | 4.863,01
15.03.2019 | 291 90.000,00 10.000,00 3.587,67
12.07.2019 | 172| 120.000,00 130.000,00 | 2.827,39
03.10.2019 89 | 100.000,00 230.000,00 | 1.219,18
12.12.2019 19 150.000,00 80.000,00 390,41
31.12.2019 4.931,50 84.93150] 8.909,58 | 3.978,08

b) Stopnjevalna metoda

Spet najprej izracunamo $tevilo dni od enega do drugega dogodka.

Od 10.01.2019 do 15.03.2019 je 64 dni.
Od 15.03.2019 do 12.07.2019 je 129 dni.
Od 12.07.2019 do 03.10.2019 je 83 dni.
Od 03.10.2019 do 12.12.2019 je 70 dni.
Od 12.12.2019 do 31.12.2019 je 19 dni.

Za posamezno Stevilo dni izratunamo navadne obresti od trenutnega stanja po formuli
(4.10) in vse skupaj zapiSemo v tabelo:

Valuta Dni Vloge Dvigi Stanje Obresti za
stanje
10.01.2019 64 100.000,00 100.000,00 876,71
15.03.2019 119 90.000,00 10.000,00 163,01
12.07.2019 83 120.000,00 130.000,00 1.478,08
03.10.2019 70 100.000,00 230.000,00 2.205,48
12.12.2019 19 150.000,00 80.000,00 208,22
31.12.2019 4.931,50 84.931,50 4.931,50

Obresti ob koncu leta so seveda tudi sedaj izraCunane v znesku 4.931,50 denarnih enot,
tako da je bilo stanje na hranilni knjizici dne 31.12.2019 natanko 84.931,50 denarnih enot.

I X X 4
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4.4 Obrestno obrestni racun

Pri navadnem obrestnem racunu se je ves ¢as obrestovala le osnovna glavnica. Obresti so
bile za vsa enaka ¢asovna obdobja pri isti obrestni meri vedno enake. Osnovna glavnica in
zaporedne naobrestene glavnice so predstavljale narascajoce aritmeti¢no zaporedje, pri
katerem je prvi ¢len enak osnovni glavnici, diferenca pa je enaka obrestim za vsako (enako
dolgo) obdobje.

Pri obrestno obrestnem ra¢unu pa obresti ne ratunamo le od osnovne glavnice, temvec
vedno od glavnice, povecane za obresti v preteklem casovnem obdobju. Obresti torej

racunamo tudi od vseh obresti, nastalih v preteklih kapitalizacijskih obdobjih.

Poglejmo, kako v tem primeru naras¢a osnovna glavnica G,. Vzemimo najprej, da imamo

opravka z dekurzivnim obrestovanjem, letno obrestno mero p in letnim pripisom obresti,
torej kapitalizacijo m=1.

Na koncu prvega leta se prvotna glavnica G, poveéa na vrednost G,. Ce z 0, ozna¢imo

pripadajoce obresti po prvem letu (za glavnico G,), velja:

G =G, +0 =G, +0 P _ G0(1+£)
100 100

Faktor (l + %) se pri obrestno obrestnem racunu stalno pojavlja, zato ga oznac¢imo krajSe
r=1+ % (4.16)
in mu damo ime dekurzivni obrestovalni faktor.
Vrednost glavnice na koncu prvega leta je torej
G =G, r

Na koncu drugega leta vrednost glavnice naraste na znesek G, . Podobno kot prej velja, da
je G, za pripadajoCe obresti povecana glavnica G,, pri Cemer zaradi obrestnega
obrestovanja te obresti racunamo od nove osnove G, :

Gp p
G,=G +o0, =G, + 160 =Gl(l+ﬁ)=Glr:Gorr=Go r’
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Po istem postopku bi ugotovili, da je glavnica po treh letih G, = G, *, po stirih letih
G, = G, r* itd. Splosno, vrednost zacetne glavnice G, po n letih je

G, =G, r" (4.17)
Formulo (4.17) dokaZzemo z metodo popolne indukcije, kar naj naredi bralec za vajo sam.
Zaporedje glavnic pri obrestnem obrestovanju

G,, Gor, Gor’,..., G, r", ... (4.18)

tvori geometri¢no zaporedje s prvim ¢lenom G, in kvocientom . Obrestna mera je v
praksi (skoraj) vedno pozitivna (p > 0), zato je obrestovalni faktor » = 1+% (skoraj)

vedno veéji od 1. To pomeni, da je zaporedje (4.18) v (skoraj) vseh realnih primerih
narascajoce.

Primer:

Naj bo zacetna glavnica 1.000,00 d.e. in naj se obrestuje 6 let po 12% letni obrestni meri.
Izracunajmo in nari$imo vrednosti glavnice po enem, dveh, treh, . . ., Sestih letih!

Resitev:

Obrestovalni faktor » = 1+ £ je vtem primeru r = 1+£ =1,12.
100 100

Zaporedne potence obrestovalnega faktorja, vrednost glavnice na koncu vsakega leta in
pripadajoce vsakokratne obresti zapiSimo v tabelo.

n r" G, 0,

0 1 1.000,00 -

1 1,12 1.120,00 120,00

2 1,2544 1.254,40 134,40

3 1,404928 1.404,93 150,53

4 1,57351936 1.573,52 168,59

5 1,7623416832 1.762,34 188,82

6 1,973822685184 1.973,82 211,48
Obresti skupaj: 973,82

Grafic¢ni prikaz vidimo na sliki 34.
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glavnica |}
2000 |
1500
1000
Slika 34: Narascanje glavnice pri obrestnem obrestovanju
L X X 4

Na sliki 34 je s ¢rtkano ¢rto narisana premica, ki prikazuje rast glavnice, s katero bi imeli
opravka, ¢e bi Slo za navadno obrestovanje. Povedali smo Ze, da v takSnem primeru
glavnica narasc¢a linearno.

Pri obrestno obrestnem raCunu se glavnica povecuje hitreje, pravimo, da narasc¢a
eksponentno.

Razlika med obrestmi oz. naraS¢anjem glavnice pri navadnem obrestnem racunu in pri
obrestno obrestnem raCunu je tem vecja, ¢im bolj se poveCuje obrestna mera. 1z te
primerjave tudi vidimo, da so v inflacijskih pogojih, ko je obrestna mera velika, realno
smiselne in uporabne le obrestne obresti.

1z obrazca (4.17) lahko izraCunamo katero koli neznano koli¢ino, ¢e so ostale znane.

Izrazimo najprej zacetno glavnico:

G, = —= (4.19)

Reduciranje glavnice pri dekurzivnem obrestnem obrestovanju si predstavimo graficno na
¢asovni premici na slikah 35 in 36.

Znesek A naobrestimo za n obdobij tako, da ga pommnoZimo z ustrezno potenco
dekurzivnega obrestovalnega faktorja (slika 35).
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Slika 35: Znesek A naobrestimo za n obdobij

Znesek B razobrestimo za n obdobij tako, da ga delimo z ustrezno potenco dekurzivnega
obrestovalnega faktorja (slika 36):

Slika 36: Znesek B razobrestimo za n obdobij

Sedaj iz (4.18) izrac¢unajmo obrestno mero:

Gn :Gor” =r= n’%
GO

Kerje r=1+ %, dobimo iskano obrestno mero:

G
=100 | »/—2 —1 4.20
p ( C ] (4.20)

0

Cas obrestovanja n je v eksponentu formule (4.17). V tak$nem primeru si pomagamo z
logaritmi. Enacbo G, = G, r" logaritmiramo na obeh straneh, pri ¢emer upostevamo
lastnosti logaritmov (1.26) - (1.28):

logG, =logG, +nlogr

_ logG, —logG, (4.21)

n
logr

Primer:
Koliko casa se je obrestovala glavnica 15.000,00 d.e. , ¢e se je pri letni obrestni meri 12%
povecala na 26.435,12 d.e.?
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Resitev:
Racunamo cas obrestovanja, zato bomo uporabili formulo
G, =15000,00d.e., G, = 26.435,12 d.e. in r =1,12, dobimo

. logG, —logG, _ 1og26435,12 —1og15000 _
logr log1,12
_ 4,422181-4,176091 _ 5
0,049218

Glavnica se je obrestovala 5 let.
XX

(4.21).

Zaradi

Poglejmo sedaj Se anticipativno obrestovanje z letno anticipativno obrestno mero 7 in
letnim pripisom obresti. Vemo Ze, da je pri anticipativnem obrestovanju izhodis¢e za

racunanje obresti kon¢na vrednost glavnice.

Vzemimo, da smo si na zacetku leta sposodili znesek G, pri anticipativni letni obrestni
meri 7 in letni kapitalizaciji. Dejanski znesek, ki ga dobimo, oznac¢imo ga z G,, je manjsi

za v naprej odstete anticipativne obresti:

Gy =G, ~0,=G, -7 —G[1--Z
100 100
Od tod
G 100
G=—7 = “100—r °
P -
100
Stevilo
100
P=100— 7

imenujemo anticipativni obrestovalni faktor.

(4.22)

Ce se G, anticipativno obrestuje $e eno leto, dobimo glavnico G, = G, p= G, p*, po treh

letih G, = G, p’ itd. Splosno, po n letih pridemo do glavnice

Gn = GO p”

Tudi formulo (4.23) dokazemo z metodo popolne indukcije.
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Vzemimo spet smiselno moznost, da je obrestna mera pozitivna (n>0), je v (4.22)

. i T . 100
imenovalec manjsi od Stevca. Anticipativni obrestovalni faktor p = 100
-7

je torej vecji
od 1. Zaporedje glavnic

G,, G, p, Gyp’, ..., Gyp', ... (4.24)
je spet geometricno in strogo narascajoce.
Podobno kot pri dekurzivnem lahko tudi pri anticipativnem obrestovanju iz formule (4.23)
izraCunamo poljubno koli¢ino, ¢e so ostale znane. Anticipativho obrestovanje smemo

(pogojno receno) formalno obravnavati kot dekurzivno, drugacen je le obrestovalni faktor.

Zacetno ali sedanjo vrednost glavnice G, dobimo po formuli
G
G, =—"=~ (4.25)
Iz (4.23) izracunamo $e anticipativno obrestno mero

= 100(1 = \/?J (4.26)

in Stevilo obrestovalnih obdobij

. logG, —log G,

(4.27)
log p

Primer:
Koliksen znesek dobimo danes, ¢e moramo po treh letih vrniti 100.000,00 d.e. pri
anticipativnem obrestovanju in 10% letni anticipativni obrestni meri (slika 37)?

G,

1 2 3
Slika 37: Primer anticipativnega obrestovanja
Resitev:

100 100 100
100-7  100-10 90

Ker je 7=10%, je anticipativni obrestovalni faktor p = =111,

Vrednost posojila po treh letih bo G, =100.000,00 d.e., zato je sedanja vrednost
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G, 100000,00
GO = —g = T =72.900,00 d.e.
P 5

Danes bomo torej dobili le 72.900,00 d.e.
XX

Primer:
Kolika je anticipativna letna obrestna mera, ¢e smo na racun dolga, ki ima ¢ez deset let
vrednost 83.509,10 d.e. , danes dobili 50.000,00 d.e.?

Resitev:
Ker je G,, =83.509,10 d.e., G, =50.000,00 d.e. in n=10, dobimo iz formule (4.26)

7=100|1-, G, =100 1—10M =5%
G, 83509,10
Iskana anticipativna letna obrestna mera je 7 =5% .
XX

Primer:

Vzeli smo kredit v znesku 64.617,80 d.e., ki zapade ¢ez n let. Ker je bilo obrestovanje
anticipativno z letno obrestno mero 7z =5%, smo dobili le 50.000,00 d.e. gotovine. Cez
koliko let moramo vrniti kredit?

Resitev:
Uporabili bomo formulo (4.27). 1z podatkov G, =64.617,80d.e, G, =50.000,00 d.e,

1 .
7=5% 0z. p= % dobimo

_logG, —logG, 1log64617,80—10g50000

5
log p 100

n

Posojilo moramo vrniti ¢ez 5 let.
I X X J

V<¢asih je potrebno anticipativno obrestno mero nadomestiti z dekurzivno ali obratno, tako
da dobimo pri enaki kapitalizacijski dobi enake obresti. V taksnem primeru pravimo, da sta
obrestni meri ekvivalentni.

Enake obresti pri enakih ostalih pogojih dobimo, ¢e se obrestovalna faktorja med seboj
ujemata. Zahteva » = p nam da enacbo
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+L_ 100
100 100- 7«

iz katere dobimo dekurzivno obrestno mero izraZeno z anticipativno

100
= 4.28
T (4.28)
oziroma anticipativno obrestno mero izrazeno z dekurzivno
100
r=—2P (4.29)
100+ p

Primer:
Katera anticipativna obrestna mera je ekvivalentna dekurzivni obrestni meri p = 10% ?

Resitev:
Iz formule (4.29) sledi

~100p  100-10 _ 1000
100+p 100+10 110

=9,09%

¢

Primer:
Katera dekurzivna obrestna mera je ekvivalentna anticipativni obrestni meri 7z =10% ?

Resitev:
Iz formule (4.28) dobimo

100z 100-10 1000

= = = =1L11%
100-7z 100-10 90

p

LR X

Oba zgornja primera sta ponovno potrdila ze znano dejstvo: Anticipativno obrestovanje je
za kreditojemalca manj ugodno (drazje) kot dekurzivno!

4.4.1 Relativna in konformna obrestna mera

Doslej smo v zvezi z letno obrestno mero (dekurzivno ali anticipativno) govorili le o letih
kot casovnih enotah obrestovanja. V praksi pa imamo opravka tudi z krajSimi ¢asovnimi
obdobji obrestovanja. Tako imamo lahko polletni pripis obresti oz. polletno kapitalizacijo
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(m=2), Cetrtletno ali kvartalno kapitalizacijo (m = 4), mese¢no kapitalizacijo (m=12) in
dnevno kapitalizacijo (m = 365 za navadno oziroma m = 366 za prestopno leto). Vrednost
parametra m pove, kolikokrat v letu dni osnovni glavnici pripiS§emo obresti. To je torej
Stevilo, ki pove kolikokrat je dano kapitalizacijsko obdobje krajse od enega celega leta.

Pri navadnem obrestnem racunu seveda v taksnih primerih ni bilo nobenih tezav, ker so
obresti premo sorazmerne dani obrestni meri. Ce je bila obrestna mera letna, kapitalizacija
pa krajSa, smo ustrezno obrestno mero za krajSe ¢asovno obdobje dobili kot m-ti del letne

obrestne mere. Npr., e je bila kapitalizacija meseéna (m = 12), Smo iz letne obrestne mere
dobili mesecno tako, da smo jo deliliz 12, torej p' = p/12.

Ko pri obrestno obrestnem racunu iz letne obrestne mere racunamo obrestno mero za
krajSe kapitalizacijsko obdobje, imamo na razpolago dve moZnosti. Po prvem postopku
dobimo relativno, po drugem pa konformno obrestno mero.

1. Relativno obrestno mero p,, . za dano kapitalizacijsko obdobje dobimo tako, da letno
obrestno mero p delimo s $tevilom m, to je s Stevilom kapitalizacijskih obdobij:

P, =L (4.30)
m

Relativno obrestno mero dobimo torej tako kot pri navadnem obrestnem racunu. Ker pa
pri obrestno obrestnem racunu obrestna mera in obresti niso premo sorazmerne, je
relativna obrestna mera le bolj ali manj dober pribliek. Ta priblizek je boljsi, ¢e je
letna obrestna mera majhna in se moc¢no slabsa, ¢e se letna obrestna mera povecuje.

2. Konformno obrestno mero p, , dobimo iz zahteve, da moramo iz zaCetne glavnice

G, z novo obrestno mero pri pogostejsi kapitalizaciji dobiti enako kon¢no glavnico
kot pri celoletni kapitalizaciji in dani letni obrestni meri (slika 38).

G, G, G, G,=G!
1 2
< ............. >< ............. .> ......
pm k pm,k
< .................................................................................................................................................... -
lleto - letna obrestna merap

Slika 38: Konformna obrestna mera

Naj bo dekurzivna letna obrestna mera p, obresti pa se naj kapitalizirajo m-krat. Kon¢na
vrednost glavnice mora biti enaka, ¢e pripiSemo obresti enkrat po obrestni meri p (kon¢na
vrednost G, ) ali pa m-krat po obrestni meri p, , (kon¢na vrednost G,).

Enacbo G| = G, zapiSemo v obliki
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m
G142t =g 142
100 100

0Od tod izracunamo konformno obrestno mero

Py = 100 MH% — ] (4.31)

Velikokrat racunamo kar konformni obrestovalni faktor r,

Y P (4.32)
’ 100

Primer:
Izra¢unajmo polletno in mesecno relativno in konformno obrestno mero za letno obrestno
mero 36% p.a.

Resitev:
a) relativna obrestna mera
o
- polletna (m=2): Pa s :%:36/" —18%
(V)
- mesecna (m=12): Doy = P 316;) =3%

b) konformna obrestna mera
- polletna (m=2):

Py =100 [zJH% - j= 100 (3/1,36 1) =16,62%

- mesecna (m=12):

Py =100 (12/1 + % - 1] =100 (¥/1,36 — 1) =2,595%

¢

Konformna obrestna mera po definiciji dani zacetni glavnici pri veckratni kapitalizaciji
priredi enako kon¢no glavnico kot letna obrestna mera pri celoletni kapitalizaciji. Obracun
obresti je zato v celoti pravilen le po konformni obrestni meri.

Relativna obrestna mera je vedno prevelika, z njo dobimo vedno vecje koncne vrednosti
glavnice kot pri dani letni obrestni meri s celoletno kapitalizacijo.
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To pravilo je iz zgornjega primera jasno razvidno, saj se relativna in konformna obrestna
mera pri enakih pogojih kar precej razlikujeta.

Primer:
Glavnica 10.000,00 d.e. se obrestuje dve leti po 12% letni obrestni meri. Kolik§ne so
obresti po dveh letih, ¢e je kapitalizacija kvartalna in pripadajoca obrestna mera:
a) relativna,
b) konformna?
Resitev:

a) Kvartalna relativna obrestna mera je p, , = g =3%. V dveh letih se glavnica obrestuje

8-krat, tako da je kon¢na vrednost glavnice
G, =G, rﬁr =10000,00-1,03° = 12.667,70 d.e.

in skupne obresti v tem ¢asu: o= G, — G, =2.667,70 d.e.

b) Kvartalna konformna obrestna mera je p4,k=100(41/1,12—1). Od tod dobimo
Pas =2,8737% .

Ustrezni dekurzivni obrestovalni faktor je 7, , =1+ fg(k)

=1,028737.

Opomba: Pri racunanju obresti obrestne mere sploh ne rabimo, pac¢ pa potrebujemo
ustrezni obrestovalni faktor. Konformni obrestovalni faktor pa dobimo zelo enostavno iz
4.32): 1, =4r .
V tem primeru velja
roe = 4112 = 1,028737344722
Od tod
G, = G, r} =10000,00-1,028737344722" = 12.544,00 d.e.
in obresti so: o =G, — G, =2.544,00 d.e.
Opomba: Ker (spet po definiciji konformne obrestne mere) pomeni 8-kratno kvartalno

obrestovanje po kvartalni konformni obrestni meri isto kot 2-kratno letno obrestovanje po
letni obrestni meri, je sevedares: G, r* =G, r, .

¢ee
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Primer:

Dne 10.5.2016 smo vzeli 100.000,00 d.e. kredita po 15% letni obrestni meri. Koliko smo
morali vrniti dne 12.6.2016, ¢e je obrestovanje dekurzivno in kapitalizacija dnevna
(m =366, ker je bilo leto 2016 prestopno) ?

Resitev:

Po znanih pravilih prestejemo najprej Stevilo dni: d = 33. Leto 2016 je bilo prestopno, zato
bo obrestovalni faktor za 1 dan:

Feox = 3115 = 1,00038193615

in za 33 dni:

33
ron, = (YLI5) T = YL15% = 1012681219907

Znesek, ki ga moramo vrniti, pa je

Gy, =G, ri3 , =101.268,12 d.e.

Opomba 1: Ce bi vzeli za leto 365 dni, bi dobili 7y, =1,012716182946 in zahtevani
znesek G,, =101.271,62. Razlika je pri velikih glavnicah lahko zelo velika.

Opomba 2: Konformni obrestovalni faktor ratunamo na ¢im ve¢ decimalk natanc¢no -
merilo naj bo kar $tevilo decimalnih mest na raGunalniku. Pri nominalno velikih glavnicah
je ta natancnost zelo pomembna.

L X X J
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4.4.2 Nekaj primerov uporabe obrestno
obrestnega racuna

44.2.1 Periodicne vloge

Zastavimo si naslednji problem: vsako leto vlagamo v banko enak znesek a. Koliksna je
skupna vrednost teh zneskov po preteku n let, ¢e je obrestovanje dekurzivno, obrestna mera
p% p.a. in kapitalizacija letna?

V primeru, ko so vse vloge enake in jih vlagamo (na banko) v enakih ¢asovnih intervalih
(periodah), govorimo o periodicnih vlogah. Pri taksnih situacijah imamo dve moznosti:

e zneske vlagamo na zacetku kapitalizacijske dobe (prenumerando),
e zneske vlagamo na koncu kapitalizacijske dobe (postnumerando).

Poglejmo najprej prenumerando zneske. Kot obicajno si pomagamo graficno s ¢asovno
premico. Periodi¢ne prenumerando vloge oznacimo z a, njithovo kon¢no vrednost po n
periodah paz S, (slika 39).

izbrani termin

]

Slika 39: Prenumerando periodi¢ne vloge

Uporabimo nacelo ekvivalence glavnic. Termin, v katerega bomo reducirali vse vloge in
vse dvige, zaradi enostavnega ra¢unanja izberimo na koncu n-tega leta. V tej tocki koncne
vrednosti S, ni potrebno niti naobrestiti niti razobrestiti, torej se ne spremeni. Prvo vliogo

je do izbrane toc¢ke potrebno naobrestiti za n let, torej je v izbrani to¢ka njena vrednost
ar”; drugo vlogo je do izbrane toc¢ke potrebno naobrestiti za (n-1) let, torej je tam njena

vrednost a """ itd., predzadnjo vlogo je potrebno naobrestiti za 2 leti in zadnjo za eno leto.
Na ta na¢in dobimo enacbo

S =ar"+ar" +ar"?+ - +ar’ +ar

Na desni strani te enacbe izpostavimo skupni faktor ar :

S =ar(r"_l+r +7r"7 4+ .. +r2+r+l)

137



POSLOVNA MATEMATIKA

V oklepaju je vsota n ¢lenov geometricnega zaporedja s prvim ¢lenom a, =1 in
kvocientom r . Formula za vsoto prvih n ¢lenov geometri¢nega zaporedja se glasi

n

q" —1

s, =a, , zato je vsota v oklepaju

n
_ _ o =1
l+r+r2+ o 7" 4" 4!

r—1

Iskani konéni znesek vseh n prenumerando periodi¢nih vlog je

(4.33)

Primer:

Veckrat smo ze poudarili, da je toc¢ka, v katero reduciramo dvige in vloge, poljubna. Zgolj
zaradi laZjega (in s tem hitrejSega) racunanja jo obi¢ajno vzamemo ali na koncu ali na
zacetku Stetja Casovnih intervalov. Vzemimo za primer nalogo, ki smo jo ravnokar resili, le
da naj bo izbrana to¢ka reduciranja npr. zacetek tretjega leta (slika 40).

izbrani termin

Slika 40: Reduciranje glavnic na poljubni termin

Skupno kon¢no vrednost S, vseh periodi¢nih vlog moramo, ko jo reduciramo v izbrano

.. - : S
tocko, razobrestiti za (n -2) let, torej je tam njena vrednost —*—-.
r

Prvo vlogo naobrestimo za dve leti, drugo vlogo naobrestimo za eno leto, tretja vlioga se v

dani tocki ne spremeni, ... , zadnjo vlogo moramo razobrestiti za (n - 3) let. Enacba se
glasi:
n 2 a a
Lo =ar +ar+a+—+ - +—
r r

Ena¢bo pomnozimo z »"~ indobimo S, =ar" +ar" +ar"? + -+ +ar,

kar je seveda enako kot prej. Termin, v katerega reduciramo vse glavnice, je res poljuben.
XX
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Poglejmo sedaj Se postnumerando zneske. Tudi tu si pomagamo graficno s ¢asovno
premico (slika 41).

izbrani termin

Slika 41: Postnumerando periodi¢ne vlioge

Ponovno uporabimo nacelo ekvivalence glavnic. Termin, v katerega bomo reducirali vse
vloge in vse dvige, zaradi enostavnega ra¢unanja spet izberimo na koncu n-tega leta. V tej
tocki ostane skupna glavnica S, nespremenjena. Prvo vlogo je do izbrane toc¢ke potrebno

naobrestiti za (n—1) let, drugo vlogo je do izbrane tocke potrebno naobrestiti za (n—2)

let itd....., predzadnjo vlogo je potrebno naobrestiti za eno leto, zadnja vloga pa se spet ne
spremeni.

S =ar'+ar+ar"+ - var*+r+a

Na desni strani te enacbe izpostavimo skupni faktor a:

S :a(r"_l+r"_2 47" e 4 p? +r+l)

V oklepaju ponovno dobimo vsoto n ¢lenov geometricnega zaporedja s prvim ¢lenom
a, =1 in kvocientom r.

Iskani koné¢ni znesek vseh n postnumerando periodi¢nih vlog je

r'" =1

r—1

S, =a (4.34)

Primer:
V banko vlagamo 10 let po 1.000,00 d.e. letno. Kolik$na je skupna kon¢na vrednost vseh
vlog po koncu 10. leta pri dekurzivnem obrestovanju, 7% letni obrestni meri in letni
kapitalizaciji, ¢e so vloge

a) prenumerando,

b) postnumerando ?

Resitev:
Podatki so: a =1.000,00 d.e., n=10, »r=1,07, m=1.
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a) prenumerando vloge (slika 42):
izbrani termin

1 2 3 910

Slika 42: Prenumerando vioge

Tu lahko direktno uporabimo formulo (4.33) in dobimo

0 _ 0 _
rol 000,004,07-L11 —14.783,60 d.e.

r—1 07—

S, =ar

b) postnumerando vloge (slika 43):
izbrani termin

SlO
a a a a a a

1 2 3 910

L

Slika 43: Postnumerando vloge
Uporabimo formulo (4.34)

0 10 _
" =1 _100000- 221

r—1 1,07 -1

=13.816,45 d.e.

Sy =a

LR X4

Primer:
V banko Zelimo 5 let vlagati na zaCetku vsakega meseca vedno enak znesek, tako da bi
imeli na koncu 5. leta skupen znesek S = 100.000,00 d.e. Kolik§ne morajo biti meseéne
vloge, e je dekurzivna obrestna mera 5% in je kapitalizacija:

a) mesecna,

b) letna?

Resitev:
a) Ko je kapitalizacija mesecna, torej ko je potrebno pripisati obresti vsak mesec, moramo

najprej iz dane letne obrestne mere izracunati konformno mesecno obrestno mero oz.
konformni mesec¢ni obrestovalni faktor:

Ry = ¥ = 131,05 = 1,004074123784
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Sedaj imamo situacijo, ko je za obdobje, ob koncu katerega pripiSemo obresti (1 mesec)
znan ustrezni dekurzivni obrestovalni faktor. To pomeni, da gre za 60 enakih periodi¢nih
vlog (slika 44) in lahko uporabimo kar formulo (4.33).

termin reduciranja

aa a a aaSé
—O0—0—0—0

Slika 44: Periodi¢ne meseéne vloge

Velja torej
S=ar —rlg(’)k_lza:—S(m’k_l)
e Ty -1 ok (rléz(,)k - 1)
Od tod
S(r,, —1 -
. (hx—1)  100000,00(1,004074123784 1) _1.468,64 de.

Lo (R —1)  1,004074123784(1,004074123784% - 1)

b) Ko je obdobje pripisa obresti vecje od obdobja, ki pretece med zaporednimi vlogami (v
nasem primeru so vloge meseéne, kapitalizacija pa letna), je obi¢aj, da dogajanje znotraj
kapitalizacijskega obdobja obracunamo z navadnim obrestnim raCunom.

To pomeni, da bomo vseh dvanajst mese¢nih vlog nadomestili z eno samo vlogo, ozna¢imo
Jo A (slika 45), ki jo bomo dobili z navadnim obrestnim rac¢unom.

A
a a a a a a a a a a a a
—o0 O \o—
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Slika 45: Mese¢ne vloge nadomestimo z eno letno vlogo A

Navadni obrestni racun Ze poznamo, zato vemo, da je

Jra-p-lz_|_a+a‘p'll_'_a+a-p-leL +aJra-p.l
1200 1200 1200 1200

L a (14400 +78p)
B 1200

141



POSLOVNA MATEMATIKA

Zacetno nalogo smo torej prevedli na primer, ko vlozimo 5-krat znesek A na koncu
(postnumerando) vsakega leta in raunamo skupen znesek na koncu petega leta (slika 46).

termin reduciranja

Slika 46: Mesecne vloge so pretvorjene v letne

Bilan¢no enacbo v tem primeru zapiSemo enostavno

r°—1
r-1

S=A+Ar+Ar’+ Ar*+ Ar* = A.

Upostevamo Se, kako smo zapisali A in imamo

_a(14400+78p) r°-1
- 1200 r-1

Od tod sledi iskana vloga a:
1200S(r -1)
(14400+78p) (r*-1)

1200-100000,00- (1,05 1)
a= =1.468,36 d.e.
(14 400+ 78 - 5)(1,05° - 1)

Rezultata pri mesecni in letni kapitalizaciji se razlikujeta le za 0,28 d.e. zgolj zaradi dovolj
nizke obrestne mere ( p =5% p.a.). Pri ve¢ji obrestni meri bi bila tudi razlika vecja.

L X X

4.4.2.2 Periodicni dvigi

VpraSanje, ki so ga zastavimo sedaj, se glasi: koliko moramo vloziti danes (na zacetku
prvega obdobja), da bi lahko n-krat na koncu (ali na zacetku) prvega, drugega, ... , n-tega
obdobja dvignili vsakokrat znesek b in s tem iz¢rpali celotno vlogo? Tak$nim periodi¢nim
enako velikim izplac¢ilom pravimo rente, ki jih dobivamo toliko Casa, dokler se zacetni
sklad (zacetna vrednost) ne iz¢rpa.
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Vzemimo, da je obrestovanje dekurzivno, obrestna mera p% p.a. in kapitalizacija letna.
Podobno kot pri periodi¢nih vlogah imamo tudi tu dve moZnosti:

¢ rente dobivamo na zacetku kapitalizacijske dobe (prenumerando),
¢ rente dobivamo na koncu kapitalizacijske dobe (postnumerando).

Poglejmo najprej postumerando dvige (slika 47). Dvige ozna¢imo z b, zac¢etno vrednost
oznaimo z §, .

Slika 47: Postnumerando rente

Vse zneske reducirajmo na zacetek prvega leta in dobimo enacbo:

Na desni strani izpostavimo faktor — in spet dobimo vsoto geometri¢nega zaporedja, ki jo
r

Ze poznamo:

Sy=—(r""+r"7+ - +r+])
r
s —p L1 (4.35)
- r"(r—l) '

Slika 48: Prenumerando rente

b b b

e +
2 -2 -1
ror r" r"
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S, =b+ nb_1 (F 2+ e+ ])
b r" -1
S,=b .
0 Pt =1
in kon¢no
r -1
S,=b|l+—— 4.36
0 [ 7"”71 (I’ _ 1) ] ( )

Primer: KakSen znesek bi morali vloziti v banko, da bi 10-krat prejeli letno rento po
10.000,00 d.e., ¢e bi prvo rento prejeli ¢ez 5 let od danes. Dekurzivna letna obrestna mera
je 8%, kapitalizacija letna.

Resitev: V tem primeru imamo 5 let zakasnitve do izplalila prve rente. Spet je najbolje
narisati dogajanje na ¢asovni premici (slika 49).

So
>! b b b b b b b b b b
O—0 o—0— 00— 00— O—-O0—O0—P

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Slika 49: Renta z zakasnitvijo

Formule (4.35) ali (4.36) ne moremo direktno uporabiti. Reducirajmo vse glavnice na
zacetek prvega leta:

b b b b
SOZV_5+r_+r_7+ +r13+r7
Sy =—7(r" +r'+ - +r+1)
b r'-1
SO_rT. r—1
Od tod
10 _1 10000,00-(1,08" —1
s, =2 1 _ ( ):49.321,10 de.
PrS1 1L08™ (1,08 — 1)
X
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4.4.2.3 Vecéna renta

Periodi¢na nominalno enaka izplacila, ki jih dobivamo na osnovi nekega zacetnega vlozka,
smo imenovali rente. Stevilo n, to je Stevilo izpladanih rent, je znano in praviloma v naprej
doloceno. Ko se Stevilo rent poveCuje Cez vse meje, torej ko gre teoreticno n—> oo,
govorimo o veéni renti (slika 50). Ker imamo v tem primeru neskon¢no mnogo sumandov,
predstavlja dobljeni izraz geometri¢no vrsto.

Slika 50: Vec¢na renta

Ce vse zneske reduciramo na za¢etek prvega obdobja, je

a a a a
S0=_+_2+_3+ b
r r r r

a I 1 1
Soz—(1+—+—2+—3+ ]
r r r r

: . : . . . 1
V oklepaju dobimo geometri¢no vrsto s prvim ¢lenom a, =1 in kvocientom ¢ =—. Ker
r

je obrestovalni faktor r ve¢ji od 1, je ¢ <1 in vrsta je konvergentna.

Njeno vrednost dobimo po znani formuli S = lal , tako da je
s, =2 % 4
rog_t o= 1
r
Vecno rento torej izraCunamo po preprosti formuli:
S, = — (4.37)
r—1

Primer:

Nekdo zeli ustanoviti sklad, iz katerega bi vsako leto ob koncu leta neomejeno dolgo
izplacevali nagrado v znesku 50.000,00 d.e. Kolik§en mora biti zacetni vlozek, ¢e banka
obrestuje vloge po 10% p.a. dekurzivno in letni kapitalizaciji?

Resitev:
Gre za veéno rento a = 50.000,00 d.e. Dekurzivni obrestovalni faktor je » =1,10.
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Iz formule (4.37) izraunamo

50000,00
S, =2 = > =500.000,00 d.e.
r—1  110-1

Zacetni vlozek bi moral biti 500.000,00 d.e.
[ X X 2

4.4.2.4 Odplacevanje posojil

Velikokrat morajo fizi¢ne ali pravne osebe (posamezniki, podjetja, druzbe, drzava,..)
najemati posojila (kredite), s katerimi premostijo trenutno pomanjkanje lastnih finan¢nih
sredstev. Te kredite odplacuje kreditojemalec obicajno ve¢ let v enakih ¢asovnih razdobjih
z doloCenimi zneski - anuitetami. Odplacevanju takSnega kredita pravimo tudi
amortizacija kredita.

Kreditni pogoji so vsakokrat dolofeni z natancno specificirano pogodbo med
kreditodajalcem in kreditojemalcem. Obrestovanje je lahko dekurzivno, lahko je pa tudi
anticipativno. Casovna obdobja zapadlosti posameznih anuitet so lahko leta, lahko so pa
tudi krajSa - polletja (semestri), Cetrtletja (kvartali), meseci.

Vsaka anuiteta je sestavljena iz dveh delov: iz obresti za obdobje, na koncu katerega je
potrebno placati anuiteto in iz razdolinine (ali odplacilne kvote), s katero se dejansko
odplacuje osnovno glavnico.

Pri odplacevanju kreditov se seveda pojavijo veliki problemi, ko poteka poslovanje v
pogojih hiperinflacije. V tak$nih primerih lahko dejansko ukrepamo Sele, ko so znane
mesecne revalorizacijske obrestne mere, torej za nazaj.

V nadaljevanju bomo privzeli, da imamo opraviti s stabilnimi pogoji poslovanja. Pri
odplacevanje posojil imamo tedaj praviloma dve moznosti:

e odplacevanje posojila z enakimi razdolzninami,

e odplacevanje posojila z enakimi anuitetami.

Tako v enem kot v drugem primeru vedno pripravimo amortizacijski nacrt, Ki vsebuje vse
potrebne koli¢ine (Casovna obdobja, anuitete, obresti, razdolZznine in ostanek dolga)
pregledno v tabelari¢ni obliki.

V nadaljevanju si bomo ogledali le drugo moznost, torej odplacevanje kredita z enakimi
aniutetami. Bralec za vajo lahko sam ugotovi, kako poteka odplacevanje pri enakih
razdolzninah.
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Privzeli bomo, da gre za dekurzivno obrestovanje; kako bi naredili amortizacijski nacrt pri
anticipativnem obrestovanju, bo bralec ugotovil sam. Privzeli bomo Se, da anuitete
odplacujemo na koncu obrestovalnih obdobij.

Oznaéimo:

Lo

viSina najetega kredita (dolg)

anuiteta, ki zapade v placilo na koncu i-tega obdobja
obresti za i-to obdobje

razdolznina (odplacilna kvota) za i-to obdobje
ostanek dolga po placilu i-te anuitete

Stevilo anuitet
dekurzivna letna obrestna mera

S

SIS

=~ |=

Najeti kredit D, moramo skupno s pripadajo¢imi obrestmi vrniti v n enakih obrokih po a
denarnih enot (slika 51).

Slika 51: Odplacevanje kredita D, z n anuitetami

Iz slike razberemo:

Od tod dobhimo anuiteto

D, r" (r—1
R G (4.38)
r'—1
Kako izracunamo obresti in razdolznine?
. . . . . D, p
V prvem obdobju se obrestuje celotni dolg D,, zato so obresti za prvo obdobje o, = 100

Ker je anuiteta sestavljena iz pripadajo¢ih obresti in pripadajoCe razdolznine, torej velja
a=Q, +o, , je prva razdolznina O, =a—o, in ostanek dolga po placilu prve anuitete je
nato

D, =D0_Q1
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. : : . D p . :
V drugem obdobju se obrestuje dolg D,, zato so tedaj obresti o, = lé)é) in odplacilna

kvota O, =a—o,, ostanek dolga po placilu druge anuitete pa znasa:

D
D, =D,—0, =D, —(a—oz):(DI + lbé’j—ma r—a

Podobno dobimo formule za tretji, Cetrti itd... ostanek dolga. V sploSnem lahko ugotovimo
zvezo med dvema zaporednima ostankoma dolga:

D, =D, -0, i=0,1,2,..,n-1 (4.39)

Upostevajmo Se, da velja relacija

_Dip

.. =ad—0._ ,=4a
Q1+l i+1 100

in dobimo
=D r—a i=0,1,2,..,n-1 (4.40)

Zaradi preglednosti zapiSemo vse dinamicno spremenljive koli¢ine v tabelo; pravimo, da
naredimo amortizacijski nacrt ali nacrt odplacevanja dolga.

Amortizacijski nacrt

obdobje anuiteta obresti razdolZnina ostanek dolga
0 - - - D,
1 a 0, 0 D,
2 a 0, 0, D,
n a' On Qn -
Za:D0+ZOi Zoi ZQz =D,
i=1 i=1 i=1

Primer:

Vzeli smo kredit 115.000,00 d.e. po 15% letni obrestni meri dekurzivno. Dogovorili smo
se, da bomo kredit vrnili v 3 letih v 6 enakih postnumerando polletnih obrokih (anuitetah)
in polletnem pripisu obresti (slika 52). Naredimo amortizacijski nacrt, ¢e je obracun obresti
po konformnem nacinu.
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Slika 52: Odplacilo dolga D, s Sestimi enakimi anuitetami
Resitev:
D, =115.000,00 d.e., p=15% p.a., n=6, m=2 (polletna kapitalizacija)
Polletni dekurzivni konformni obrestovalni faktor izracunamo kot obicajno:
Py = Jr = 1,15 =1,072380529476 = Do = 7,2380529476 %

Po formuli (4.38) je anuiteta

D, rs (r,, —1
a=— “(2”1‘ ):24.304,10 d.e.

6
"k

Sedaj ratunamo obresti, razdolZnino in ostanek dolga najprej za prvo obdobje in dobimo:

Dy p, _ 115000-7,2380529476
100 100

0, = = 8.323,76 d.e.

0, =a—o, =24.304,10—-8.323,76 = 15.980,34 d.e.

D, =D, —Q, =115.000,00—15.980,34 = 99.019,66 d.e.

Podobno izra¢unamo obresti, razdolznine in ostanke dolga za vsa ostala obdobja in nato
zapiSemo amortizacijski nacrt v tabeli:

polletje anuiteta obresti razdolZnina ostanek dolga
0 0 0 0 115.000,00
1 24.304,10 8.323,76 15.980,34 99.019,66
2 24.304,10 7.167,09 17.137,01 81.882,65
3 24.304,10 5.926,71 18.377,39 63.505,26
4 24.304,10 4.596,54 19.707,56 43.797,70
5 24.304,10 3.170,10 21.134,00 22.663,70
6 24.304,10 1.640,40 22.663,70 0
145.824,60 30.824,60 115.000,00
‘o0
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Poglejmo si Se naslednjo moznost: kreditodajalec in kreditojemalec se dogovorita o viSini
anuitete, ne da bi jo natanko izracunala, kar v sploSnem pomeni, da se odplacilo dolga ne
bo iz8lo. V tem primeru bomo imeli po odplacilu n-te anuitete e nek ostanek dolga, ki ga
poravnamo s tako imenovano izravnalno anuiteto A v dodatnem, to je (n+1)-vem obroku
(slika 53). Izracunajmo ta izravnalni obrok A !

1 2 3 n n+1

Slika 53: Izravnalni obrok A pri odplacilu dolga D,

1z slike 53 dobimo enacbo

Pomnozimo jo z """ in upostevajmo, da je

Pt +r:—r (r" _1)
r—1

Na ta na¢in dobimo iskani izravnalni obrok

r"—1

r—1

A= D0 r”+1 —ar (441)

Primer: Vzemimo podatke iz prej$njega primera. Kreditodajalec in kreditojemalec sta se
sedaj dogovorila, da naj bo anuiteta po 24.000,00 d.e., razliko pa bo kreditodajalec
odplacal s sedmo izravnalno anuiteto. Izdelajmo amortizacijski nacrt.

Resitev: D, =115.000,00 de., p=15% p.a. , n=6, m=2, r,, =1,072380529476,

a =24.000,00 d.e.
Po formuli (4.41) dobimo izravnalno anuiteto

n+l r2nk _1
A=Dyry, —ar,, = =2346,83 d.e.
ok —
Sedaj pa ze lahko naredimo amortizacijski nacrt po postopku, ki smo ga spoznali v

prejSnjem primeru.
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Sedmi obrok v tabeli je izravnalna anuiteta. Seveda je tudi izravnalna anuiteta sestavljena
iz obresti in razdolznine, ker je v tabeli lepo razvidno. Zadnja vrstica v tabeli potrjuje, da
je rezultat pravilen, saj velja

7 7
D 0, =31346,83 d.e > 0, =115.000 d.c.

i=1 i=1

7 7
D a, =D, +Y 0, =115000 d.c.+31.346,83 d.c.= 146.346,83 d.c.

i=1 i=1

polletje anuiteta obresti razdolZnina ostanek dolga
0 0 0 0 115.000,00
1 24.000,00 8.323,76 15.676,24 99.323,76
2 24.000,00 7.189,11 16.810,89 82.512,87
3 24.000,00 5.972,33 18.027,67 64.485,20
4 24.000,00 4.667,47 19.332,53 45.152,67
5 24.000,00 3.268,17 20.731,83 24.420,84
6 24.000,00 1.767,59 22.232,41 2.188,43
7 2.346,83 158,40 2.188,43 0
146.346,83 31.346,83 115.000,00
XX

4.5 Zvezno obrestovanje

Za kapitalizacijska obdobja, krajSa od enega leta, dobimo relativno obrestno mero tako, da
osnovno letno obrestno mero p % delimo s Stevilom kapitalizacijskih obdobij v enem letu.
Ugotovili smo Ze, da pogostejsa kapitalizacija z uporabo ustrezne relativne obrestne mere
daje vecje obresti kot prvotna letna obrestna mera pri letni kapitalizaciji.

Primer:
Izracunajmo obresti za glavnico 100 d.e. po enem letu, ¢e je obrestna mera 10% p.a. in
kapitalizacija:
- letna (m=1)
- polletna (m=2)
- Cetrtletna (m=4)
- mesetna (m=12)
- dnevna (m = 365)
Uporabimo relativno obrestno mero.

Resitev:
Rezultati so zapisani v tabeli.
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m relativni obrestovalni faktorji obresti razlika obresti
10 '
1+ — | =11000000 -
1 ( 100) 10,00 d.e.
(102))
2 1+ 100 =1,1025000 10,25 d.e. 0,25d.e.
(10/4))
4 1+—=| =1,1038123 10,38 d.e. 0,13 d.e.
100
(10/12))"
12 1+ 100 =1,1047131 10,47 d.e. 0,09 d.e.
(10/365))™
365 1+ 100 =1,1051558 10,52 d.e. 0,05 d.e.
(10/366) )™
366 1+ 100 =1,1051558 10,52 d.e. 0,00 d.e.
XX

Iz primera vidimo, da se letne obresti z naras¢ajoéim m sicer povecujejo, vendar vedno
pocasneje. Kaj pa se zgodi, e raste Stevilo m preko vsake meje, torej e glavnici
pripisujemo obresti neprekinjeno, to je zvezno.

Drugace receno, Zelimo izvedeti, kak$na je limita

lim (1 + (M—m))m

- 100

Postavimo v tej limiti

Ko gre m—> oo, gre zaradi zveze med min t tudi # — oo in lahko zapisemo:

P
m t 100
m - lim -

v
Glavnica G, naraste po enem letu zveznega pripisovanja obresti na vrednost G, = G, e'®,

ay
po dveh letih na vrednost G, =G, e’ itd.

Splosno, po n letih naraste zacetna glavnica G, pri zveznem obrestovanju (ali zvezni
kapitalizaciji) na vrednost
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Ly
G, =G,e'" (4.42)
Pri tem n ni nujno naravno Stevilo, lahko je poljubno realno pozitivno Stevilo.

Obrazec (4.42) pri obrestovanju glavnic praviloma ni uporabljiv, saj v praksi obresti ne
pripisujemo neprekinjeno. Sluzi lahko za teoreticne primerjalne analize v pogojih
hiperinflacije, ko bi morali obresti pripisovati ze pogosteje kot dnevno.

Pac pa neprekinjeno rast sre¢amo pri naravnih pojavih, npr. povecanje lesne mase v gozdu,
rast mikroorganizmov ipd. Zato pravimo, da (4.42) predstavlja zakon naravne rasti. Pri
tem pomeni G, zacetno vrednost pojava, G, njegovo vrednost po n letih, Stevilo

p/100 = p% pa imenujemo stopnja naravne rasti tega pojava.

Primer:
Vzemimo, da bi neko glavnico zvezno obrestovali 21 mesecev pri letni obrestni meri 10%.
Za koliko % bi se glavnica v tem Casu povecala?

Resitev:
Podatki so: n = 1,75 (21 mesecev je 1,75 leta) in p =10% p.a. Is§¢emo razmerje G, /G, .
Iz formule (4.42) dobimo

n ﬁ-n
— =

GO

G 10,75
1,75 . . i
—2P = p100 7T = pOI0LTS G005 — 1 1912

0

Glavnica G,,; je za 1,1912-krat vecja od zacetne glavnice G,, kar pomeni, da bi se

povecala za 19,12%.
L X X J

Primer:
V gozdu je 100.000 m’® lesa. Koliko lesa lahko pri¢akujemo po 10 letih, ¢e je letna stopnja
naravne rasti 2% in gozda ves ta ¢as ne bodo sekali?

Resitev:
Po zakonu naravne rasti bo ¢ez 10 let

P
G, =G,e™ =100 000.e™ =122.140,276

Cez 10 let pri¢akujemo 122.140,276 m’ lesa.
I X X 2
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Naloge

1.

Dne 10. decembra 2011 smo si izposodili 10.000,00 d.e. Kredit smo vrnili 7. februarja
2012. Koliko obresti smo morali placati, ¢e je obraCunavanje po navadnem
obrestovanju pri 15% letni obrestni meri?

Dne 15. marca 2011 smo si izposodili 10.000,00 d.e., dne 30. julija pa Se 20.000,00
d.e. Dolga v letu 2011 nismo vrnili. Koliko obresti smo placali za leto 2011, ¢e gre za
navadno obrestovanje in 10% letno obrestno mero?

Dne 15. marca 2011 smo si izposodili 10.000,00 d.e., dne 30. julija pa Se 20.000,00
d.e. Celoten dolg smo vrnili 10.decembra 2011. Koliko obresti smo placali, ¢e gre za
navadno obrestovanje in 12% letno obrestno mero?

V banko vlagamo 3 leta na zacetku vsakega meseca po 5.000,00 d.e. Koliko bomo

imeli privarcevano (z obrestmi vred) ob koncu 3. leta, ¢e je obrestovanje navadno pri
10% p.a. ?

V banko vlagamo 3 leta na koncu vsakega kvartala po 10.000,00 d.e. Koliko bomo

imeli privarCevano (z obrestmi vred) ob koncu 3. leta, €e je obrestovanje navadno pri
10% p.a. ?

Koliko bi morali vlagati na banko ob zacetku vsakega polletja, da bi imeli na koncu 5.
leta z obrestmi vred privar¢evano 100.000,00 d.e.? Obrestovanje je navadno, letna
obrestna mera 8%.

Kreditodajalec nam je posodil 100.000,00 d.e. za 3 mesece po 15% letni obrestni meri
anticipativno in navadnem obracunu obresti. Koliko gotovine smo prejeli na racun
tega kredita? KolikSen kredit bi morali najeti, da bi prejeli 100.000,00 d.e. gotovine?

cey e

1996 naslednji promet:

Dogodek Znesek Dne

vlioga 100.000,00 d.e. | 28.01.2008
dvig 50.000,00 d.e. | 01.03.2008
vlioga 150.000,00 d.e. | 10.05.2008
dvig 100.000,00 d.e. | 10.06.2008
vlioga 140.000,00 d.e. | 10.10.2008
dvig 80.000,00 d.e. | 12.10.2008
dvig 150.000,00 d.e. | 20.12.2008

cey e

obrestna mera 6% p.a.? Stanje izracunaj po progresivni in po stopnjevalni metodi!
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Neka glavnica se obrestuje dekurzivno 10 let pri letni kapitalizaciji. Pri kateri letni
obrestni meri se vrednost glavnice podvoji, ¢e uporabimo

a) navadni,

b) obrestno obrestni racun?

Neka glavnica se obrestuje dekurzivno po 7% p.a. in pri letni kapitalizaciji V koliko
letih se vrednost glavnice potroji, ¢e uporabimo

a) navadni,

b) obrestno obrestni racun?

KolikSen znesek dobimo danes, ¢e¢ moramo po treh letih vrniti 500.000,00 d.e. pri
anticipativnem obrestovanju in 12% letni anticipativni obrestni meri?

Kolika je anticipativna letna obrestna mera, ¢e smo na racun dolga, ki ima Cez pet let
vrednost 100.000,00 d.e. , danes dobili 90.000,00 d.e.?

Katera anticipativna obrestna mera je ekvivalentna dekurzivni obrestni meri
p=15%7

Katera dekurzivna obrestna mera je ekvivalentna anticipativni obrestni meri 7 = 15%
?

Izracunaj polletno, kvartalno, mesecno, tedensko in dnevno relativno in konformno
obrestno mero za 36% p.a.!

Dne 10.03.2008 smo si izposodili 100.000,00 d.e., dne 30.04.2008 se 150.000,00 d.e.,
dne 20.05.2008 smo vrnili 200.000,00 d.e., dne 01.07.2008 pa smo vrnili Se ostanek
ter vse pripadajoce obresti. Koliko smo vrnili, ¢e je dekurzivna obrestna mera 15%
p-a. in obracun obresti po konformnem nacinu.

V banko vlagamo 5 let po 10.000,00 d.e. letno. Kolik$na je skupna kon¢na vrednost
vseh vlog po koncu 5. leta pri dekurzivnem obrestovanju, 12% letni obrestni meri in
letni kapitalizaciji, ¢e so vloge

a) prenumerando,

b) postnumerando ?

V banko Zelimo vlagati 10 let na zacetku vsakega meseca vedno enak znesek, tako da
bi imeli na koncu 10. leta skupen znesek S = 1.000.000,00 d.c. Kolik§ne morajo biti
mesecne vloge, e je dekurzivna obrestna mera 12% in je kapitalizacija:

a) mesecna,

b) letna?

V banko zelimo vlagati 5 let na koncu vsakega meseca vedno enak znesek, tako da bi
imeli po petih letih skupen znesek S = 1.000.000,00 d.e. KolikSne morajo biti
mesecne vloge, ¢e je dekurzivna obrestna mera 10% in je kapitalizacija:

a) polletna,

b) letna?
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KakSen znesek bi morali vloziti v banko, da bi 15-krat prejeli letno rento po
10.000,00 d.e., ¢e bi prvo rento prejeli ¢ez 5 let od danes. Dekurzivna obrestna mera je
8% p.a., kapitalizacija letna.

V banko vlozimo 100.000,00 d.e. Kaksno polletno rento bomo dobivali 20 let (rento
torej dobimo 40-krat), ¢e prvo dobimo ¢ez 10 let? Dekurzivna obrestna mera 5% p.a.,
kapitalizacija pa je

a) polletna,

b) letna.

Radi bi ustanovili sklad, iz katerega bi vsako leto ob koncu leta neomejeno dolgo
izplacevali nagrado v znesku 100.000,00 d.e. KolikSen mora biti zacetni vlozek, ¢e
banka obrestuje vloge po 5% p.a. dekurzivno in letni kapitalizaciji?

Koliko bi znaSala vecna renta, ¢e bi bil zacetni vlozek 1.000.000,00 d.e. in pri letni
kapitalizaciji obrestna mera:

a) 3% p.a.,

b) 6% p.a.?

Vzeli smo kredit 200.000,00 d.e. po 12% letni obrestni meri dekurzivno. Dogovorili
smo se, da bomo kredit vrnili v 4 letih v 8 enakih postnumerando polletnih obrokih
(anuitetah) in polletnem pripisu obresti. Naredi amortizacijski nacrt! Obracun obresti
po konformnem nacinu!

V gozdu je 3.000.000 m’ lesa. Koliko lesa lahko pri¢akujemo po petih letih, ¢e je
letna stopnja naravne rasti 1,5% in gozda ves ta ¢as ne bodo sekali?

ReSitve

G, =10.000,00d.e., p=15%, d =59 = 0=242,47 d.e.

Ce pa upostevamo, da je bilo leto 2012 prestopno, je bolj to¢no:
oo 10000-21.15 10000-38-15 24204 de.

36500 " 36600
4=10.000,00d.e., d, =291, B =20.000,00d.e., d, =154, p=10%,
o=0,+0, =164110 d.e.
A4 =10.000,00d.e., d, =270, B =20.000,00d.e., d, =133, p=12%,
o=0,+0, =1762,19 de.
X = a(43200+666p) _50000(43200 +666-10)
1200 1200

4800+ 66
y _ A(4800+66p) _ 136.500,00 d.e.
400

200X
2000 +55p

=207.750,00d.e.

=8196,70 d.e.
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7. G,=96.250,00 d.e.
G, =103.896,10 d.e.
9. G, =2G, ,n=10Iet

a) navadni obrestni ratun: G, =G, +M =>p= 1006, ~ 1006, =10%
100 nG,
. v n G
b) obrestno obrestni raéun: G, = Gyr" = p = 100[;1 G” - 1] =7,18%
0
10. G, =3G,, p=7% p.a
a) navadni obrestni raun: n = 100G, ~1006, =28,57 let
rG,
log(G, /G
b) obrestno obrestni racun: n = M =16,24 let
logr
11. G, =500.000,00 , p= 100 =1136, G, = % = 340.736,00 d.e.
100 -7 yol
GO
12. 7=100|1—, =2,085%
Gn
13. 7=13,04%
14. p=17,65%
15.
m relativna obr. mera (%) konformna obr. mera (%)
1 36,0000 36,0000
2 18,0000 16,6190
4 9,0000 7,9903
12 3,0000 2,5955
52 0,6923 0,5931
365 0,0986 0,0843
366 0,0984 0,0840

16. 4 =100.000,00, B=150.000,00, C=200.000,00
dy =113, d, =62, dy =42, ry,, =1,00038193615

X= Ar3162k +Br36626’k - C}gfé,k =54.769,70 d.e.
17. n=5, m=1, a=10.000, r =112
a) prenumerando vloge: S, =71151,89 d.e.
b) postnumerando vloge: S, = 63.528,47 d.e.

18. n=10 let, p=12%, S, =1.000.000,00 d.e.
a) mesecna kapitalizacija: r,, , = {112 =1,009488792935

S, (7,, —1
a= % = 446357 d.e.
Mo (’”12,1{ - 1)
1200 S (r—1
b) letna kapitaliz.: »=1,12; a = (r-1) =4.458,85 d.e.

(14400 + 78 p)(r'* —1)
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19. n=5let, p=10%, S, =1000.000,00 d.e.
a) polletna kapitalizacija: r,, =3%/1,10 = 1,04880884817

a(7200 +15p) Ss (rz,k - 1)
A= , A=—5;
1200 -1
b) letna kapitalizacija : » =1,10
a(14400 + 66 S(r-1
A= ( p), A= 5( ): A=16379748 a=1305159
1200 5

r- =1
20. p=8% p.a., r=108 , »=10.000,00 d.e.
b(r15 — l)
Sy =—5—— =62914,72 d.e.
r (r - 1)

21. S, =100.000 d.e., p=5%p.a., n=20 let

= A=79947,66 a=13.052,68

So rzs,?c (rz,k - 1)

a) renta polletna, m=2 , r,, =3/1,05 b= o =6.300,00
e~
S 72—
b) renta polletna, m=1, »=1,05; B = %rl) =12.44826 de.
l/‘ p—
b(400 —
pobA0=P) Ly 2008 gnge.
200 400—-p

22. a=100000,00 d.e., p=5% p.a, m=1, S, = 2.000.000,00 d.e.
23. a) 1, =1,03=>a, = S, (1, —1) = 30.000,00 d..
b) r, =1,06 = a, = S,(r, —1) = 60.000,00 d.e.

r
25. G, =G,e™ =32336525 m’
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Grska abeceda

velike ¢rke | male ¢rke | slovensko ime | anglesko ime
A o alfa Alpha
B B beta Beta
r Y gama Gamma
A ) delta Delta
E € epsilon Epsilon
Z C ceta Zeta
H n eta Eta
] 0 theta Theta
I ! jota lota
K K kapa Kappa
A A lambda Lambda
M K mi Mu
N \ ni Nu
= g ksi Xi
0) 0 omikron Omicron
I1 T pi Pi
P P ro Rho
P O, G sigma Sigma
T T tau Tau
Y v ipsilon Upsilon
o)) ¢, ¢ fi Phi
X X hi Chi
b d 4 psi Psi
Q ® omega Omega
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