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POSLOVNA STATISTIKA

1 UVOD

Beseda in pojem statistika pomeni ve¢ stvari, obi¢ajno pa imamo v mislih obravnavanje
mnozi¢nih pojavov.

Pod pojmom statistika lahko razumemo tudi drzavne organe (v nasi drzavi je to Statisti¢ni
urad Republike Slovenije, http://www.stat.si/), ki zbirajo in analizirajo podatke o vseh
mnozi¢nih pojavih, pomembnih za delovanje drzave, npr. Stevilo prebivalcev, Stevilo
stanovanj, S$tevilo avtomobilov, Stevilo Studentov, povprecno placo, rast ali padec
industrijske proizvodnje, proizvedena in potroSena elektriCna energija v posameznih
obdobjih itd...

Statistika pa je predvsem znanstvena disciplina, ki se ukvarja z zbiranjem podatkov o
mnozi¢nih pojavih, njihovim razvr$€anjem in prikazovanjem, z znanstvenim razvojem
metod za obdelavo podatkov, s samo obdelavo in zlasti analizo dobljenih rezultatov.

Statistika se torej ukvarja z obdelavo, analizo in predstavitvijo mnozi¢nih pojavov v
znanosti, gospodarstvu, industriji, kmetijstvu, prometu, trgovini, Solstvu, varstvu okolja in
nasploh na vseh podrocjih ¢lovekovega raziskovanja mnoZzi¢nih pojavov.

1.1 Osnovni pojmi

Osnovni pojmi statistike so naslednji: pojav, populacija, statisticna enota, statisticna mnozica,
vzorec, statisticna spremenljivka (ali tudi statisti¢ni znak), statisti¢ni parameter.

Pojav je predmet konkretnega statisticnega prou¢evanja in se mora dogajati mnozi¢no® v
¢asu in prostoru.

Pojav je lahko:

-oseba (Student, obc¢an, krajan,...)

-zival (konj, krava, ovca,...)

-stvar, izdelek (avto, hisa, hladilnik, ...)

-pravna tvorba (podjetje, agencija, zavod, ...)

-administrativna enota (krajevna skupnost, ob¢ina, ...)

-gospodarska tvorba (trgovina, proizvodno podjetje, svetovalno podjetje, ...)
-dogodek (rojstvo, poroka, nesreca, ...)

-poskus (cepljenje zivali, ljudi,...)

! Besedna zveza »mnozi¢ni pojav« pomeni dejstvo, da se mora pojav zgoditi veckrat (mnozi¢no), ne le npr.
dvakrat ali trikrat.


http://www.stat.si/
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Populacija je mnozica elementov, na katere konkretni pojav u¢inkuje. Populacija je npr.
lahko mnozica Studentov neke fakultete, lahko so polnoletni obCani nekega mesta in
podobno.

Statisticne enote so posamezni elementi populacije (Studenti, obcani,...) in morajo biti
opredeljene s

-krajevnega,

-Casovnega,

-stvarnega vidika.

Statisticna mnoZica je mnozica vseh statistiénih enot, ki izpolnjujejo vse vnaprej
dogovorjene pogoje, npr. vsi prebivalci v neki ob¢ini, ki imajo status Studenta.

Vzorec je (neprazna) podmnozica statistiéne mnozice.

Statisticna spremenljivka ali tudi statisti¢ni znak je neka posebna znacilnost statistinih
enot.

Statisti¢ni parameter pa je konkretna znacilnost statistiéne mnozice.

Primer:
Vzemimo, da proucujemo odrasle nezaposlene osebe po spolu, starosti in izobrazbi v
Mestni ob¢ini Novo mesto za leto 2017.
Gornji pojmi bi bili v takSnem primeru naslednji:
-pojav je nezaposlena odrasla oseba v MO NM v letu 2017,
-statisti¢na enota je posamezna odrasla oseba, ki
o ni zaposlena — stvarna opredelitev,
o je iz MO NM - krajevna opredelitev,
o ni zaposlena leta 2017 — ¢asovna opredelitev,
-statisti¢na spremenljivka je proucevana oseba po spolu, izobrazbi, starosti,
-statisticna mnoZica je mnozica vseh odraslih nezaposlenih oseb v MO NM leta 2017,
-statisti¢ni parameter je lahko delez Zensk, mlajSih od 30 let, lahko je delez moskih s
srednjo izobrazbo in podobno, seveda pa gre za osebe dane statisticne mnozice.
*

Statisticne enote delimo glede na ¢asovno opredelitev na:

« realne enote s trenutkom, ko jih evidentiramo (npr. Student, podjetje, krajevna
skupnost...),

o dogodke, ki se zgodijo tako rekoc¢ v trenutku (npr. prometna nesreca, poroka,
rojstvo, smrt, ...),

« dogajanja, ki trajajo dalj ¢asa (npr. gradnja ceste, Studij, ...),.
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Statisti¢ne spremenljivke delimo glede na nacin izrazanja njihovih vrednosti na

o Stevilske (numeri¢ne), izrazamo jih kvantitativno s stevili,
« opisne (atributivne), izrazamo jih kvalitativno z besedami.

Stevilske statisti¢ne spremenljivke so lahko
o zvezne (zavzamejo lahko vsako vrednosti iz nekega v naprej znanega oz.
dolocCenega intervala),
o diskretne (zavzamejo le nekatere vrednosti iz nekega v naprej znanega o0z.
dolocenega intervala).

Opisne statisti¢ne spremenljivke so

e nominalne (razvr§¢ene po nazivu),
 ordinalne (razvrscene v skupine).

Primer:

Statisticna spremenljivka Vrednost statisticne Vrsta statisticne
spremenljivke spremenljivke

Mesecna Stipendija v EUR 0; 100; 150,50; 165,76; .... | numeriCna, zvezna
Trajanje Studija v letih 3; 3,5; 4,2;5,58;..... numericna, zvezna
Stevilo otrok v druzini 0,1,2,3,.... numeric¢na, diskretna
Spol zenski, moski opisna, nominalna
Izobrazba 08, SS, VSS, UNL... opisna, ordinalna

0224

1.2 StatistiCna raziskava

Metodologija (potek) statisti¢ne raziskave je dolocena z ve¢ koraki, ki jih mora izvajalec
raziskave opraviti.

Najprej je seveda potrebno dolociti namen in cilje statisticne raziskave ter od tod definirati
vsebino dela.

Nacrtovati moramo oblike in moznosti pridobivanja podatkov ter izbrati statisticne
metode, ki bodo uporabljene v raziskavi.

Podatke je nato potrebno zbrati, jih ustrezno urediti in prikazati (tabele, grafikoni).
Pravilno urejene podatke moramo analiticno obdelati, pri ¢emer je pomembno izbrati
primerne statisticne metode glede na cilj in namen raziskave.

Ob koncu sledi Se analiza ter interpretacija rezultatov.
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Nepravilno izvedena statisticna obdelava lahko prikaze izkrivljene in napacne rezultate,
zato ob tej priliki poudarimo, da mora biti statisti¢na raziskava opravljena strogo nevtralno,
kazalniki, ki jih ra¢unamo, morajo biti primerno izbrani, pravilno izraCunani in jasno,
nedvoumno in skrajno objektivno interpretirani.

V nadaljevanju nekoliko podrobneje poglejmo fazo zbiranja podatkov in morebitne
napake, Ki se v raziskavi lahko pojavijo.

1.2 Zbiranje podatkov

Kot je bilo ze re¢eno, moramo pri vsaki statisticni raziskavi pravocasno in v skladu s
postavljenim ciljem in namenom raziskave pridobiti ustrezne podatke.
Podatke delimo na:

-primarne, to so tisti, ki jih moramo pridobiti posebej za to raziskavo,

-sekundarne, to so podatki, ki so ze zbrani in jih moremo uporabiti brez dodatnega
zbiranja, npr. pri kaksni predhodni raziskavi, morda jih lahko dobimo na
statisticnem uradu in podobno.

Primarne podatke lahko pridobimo na vec razli¢nih nacinov:

o zustnim sprasevanjem/anketiranjem (po telefonu, z obiskom, na ulici, ...),

e s pisnim spraSevanjem/anketiranjem (po posti, elektronski posti),

e z opazovanjem in merjenjem (npr. Stetje prometa, merjenje temperature v mestih
po Sloveniji),

« s poskusanjem (npr. test kvalitete proizvoda),

e s stalnim nadzorom in evidentiranjem (npr. Stevilo dnevno narejenih proizvodov v
tovarni),

« s tekoco registracijo (rojstvo, prodaja avtomobila,...)

S samimi nacini pridobivanja podatkov se ne bomo podrobneje ukvarjali.

1.3 Napake

Pri zbiranju podatkov in kasneje pri njihovi obdelavi lahko pride do razli¢nih napak, ki
popacijo dejanske rezultate in s tem iznicijo ves vlozeni trud, zato moramo skrbno paziti,
da se to ne zgodi.

V splosnem govorimo lahko o naslednjih napakah:
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e sistematiCna napaka (napaka merilnega inStrumenta, npr. pri meritvi temperature
toplomer ni pravilno umerjen),

e napaka pri od¢itavanju (npr. namesto 37,3°C lahko iz razli¢nih vzrokov preberemo
37,4°C),

e napaka pri zapisu podatka (npr. namesto 4,7 napiSemo 7,4),

e napake zaradi napacnega razvrS¢anja podatkov (npr. kakSen podatek pri razvr§¢anju
lahko pomotoma izpade, kakSen podatek morda zapiSemo dvakrat, podatek pri
vnosu v racunalnik vnesemo v napacni stolpec in podobno).

Pri obdelavi podatkov pa lahko pride Se do razlicnih raCunskih napak, zlasti pri
zaokrozevanju numeri¢nih rezultatov. Do zaokrozevanja pride, ko priblizno Stevilo vsebuje
odvecna (neto¢na) mesta. Pri zaokrozevanju obdrzimo le to¢na (pravilna) mesta oz.
Stevilke, odve¢na (nezanesljiva) pa izpustimo, pri ¢emer zadnjo obdrZano Stevilko
povecamo za ena, ¢e je prva izpuscena Stevilka vecja od 4. Pri zaokrozevanju se pojavljajo
dodatne napake, ki niso vec¢je od polovice enote vrednosti zadnjega pravilnega znaka
zaokrozenega Stevila. Da bi bile po zaokroZevanju vse Stevilke (znaki) pravilne, pred
zaokrozevanjem napaka ne sme biti vecja od polovice enote tistega mesta, do koder Zelimo
Stevilo zaokroziti.

Pri numeri¢nem racunanju veljajo glede za osnovne racunske operacije takSna pravila
zaokrozevanja:

- pri seStevanju in odStevanju pribliznih Stevil v rezultatu obdrZimo toliko decimalnih
mest, kolikor jih ima podatek z najmanj decimalnimi mesti,

- pri mnoZenju in deljenju v rezultatu obdrzimo toliko veljavnih mest, kot jih ima
podatek z najmanj veljavnimi mesti.

Primer:
VVzemimo pravokotnik s stranicama: a=11,6 m, b=13,48 m. Izracunajmo njegov obseg in

njegovo plos¢ino in rezultat smiselno zaokroZimo.

Rezultat:

a) Obseg: po formuli za obseg pravokotnika je 0=2(a+b)=2(11,6+13,48)m=50,16m.
Ker smo podatke seStevali in ker ima najmanj natancen podatek eno decimalno
mesto, bo rezultat zaokroZen na eno decimalno mesto, torej: 0=50,2m. Pri tem
smo upoStevali, da je prva izpuscena Stevilka (na drugi decimalki) 6, zato smo
zaokrozenemu mestu na prvi decimalki dodali 1.

b) Ploscina: po formuli za ploséino pravokotnika je
S=a-h=11,6-13,48m*=156,368m" . Dobljeni rezultat smo dobili z mnozenjem, zato
ga bomo zaokroZili na toliko mest, kot jih ima najmanj natancen rezultat. Najman;
natanéen rezultat (v tem primeru a=11,6) ima tri mesta, zato bomo na tri mesta
zaokrozili tudi rezultat, torej: S=156m’. Stevilke na tretiem mestu nismo

spreminjali, ker Stevilka na prvem izpus¢enem mestu ni vec¢ja od 4.
*
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2 UREJANJE IN PRIKAZOVANJE
STATISTICNIH PODATKOV

Pridobljene podatke je potrebno najprej urediti in jih prikazati.
Uredimo jih v obliki

-statistiCne vrste,

-absolutne strukture,

-frekvencne porazdelitve,

prikazemo pa v obliki

-preglednice (tabele),
-grafikona.

2.1 Statisti¢na vrsta

Statisti¢na vrsta je zaporedni zapis vrednosti statistine spremenljivke, torej tako, kot smo
jih pridobivali v postopku zbiranja. Tak$na vrsta je obi¢ajno neurejena. Ce jo uredimo po
nekem dogovorjenem kriteriju (npr. po velikosti podatkov), je statistiCna vrsta urejena.

Statistiéne vrste delimo na

-casovne,
-krajevne,
-stvarne.

Primer za casovno statisticno vrsto:
Vzemimo, da proucujemo Stevilo izposojenih knjig v knjiZnici od leta 2011 do vklju¢no
2017.

Podatke uredimo v ¢asovno statistino vrsto in jih prikazemo v tabeli (preglednici) in/ali v
grafi¢ni obliki .

Preglednica:
Leto 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
St. izposojenih knjig 5500 6300 6250 5700 6160 6000 6730

10
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Grafi¢no (na vodoravno os nanaSamo ¢as, na navpi¢no os pa Stevilo izposojenih knjig)
podatke ¢asovne statisticne vrste prikazemo s stolpnim ali linijskim grafikonom

a) stolpni grafikon
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Primer za krajevno statisticno vrsto:
Proucujemo Stevilo registriranih osebnih avtomobilov po krajevnih skupnostih neke obc¢ine
v letu 2017. Podatke prikazimo v tabeli in grafi¢no.

Tabela:
Krajevna skupnost KS1 KS2 KS3 KS4 KS5
St. registriranih os. avt. 1700 830 1500 1000 600

Grafi¢no (na vodoravno os nanaSamo krajevno skupnost, na navpi¢no os pa Stevilo osebnih
avtomobilov) podatke krajevne statisticne vrste prikazemo s stolpnim diagramom ali s
kartogramom. Kartogram pomeni zemljevid (karto) obcCine s vrisanimi krajevnimi
skupnostmi.

a) stolpni diagram
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b) kartogram

12
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Primer za stvarno statisticnho vrsto
Opazujemo ocene opravljenih izpitov Studenta Jozeta po predmetih.

Preglednica
Predmet Matematika | | Matematika Il | Ekonomika | Tuji jezik Fizika
Ocena 7 9 8 6 10

Graficni prikaz je v primeru stvarne statisticne vrste samo stolpni diagram.

Mat | Mat Il Ekon. Angl. j. Fizika

2.2 Absolutne strukture

Absolutne strukture so tak$ne skupine enot neke izbrane statisticne mnozice, ki jim pripada
ista vrednost Stevilske ali opisne spremenljivke. Stevilo, ki meri pogostost pojava
posamezne spremenljivke, je frekvenca.

Strukture prikazujemo v preglednicah, ki so
- enostavne: v njih so prikazane skupine enot statisticne mnozice po eni spremenljivki,
- sestavljene: v njih so prikazane strukture ve¢ mnozic po isti statisti¢ni spremenljivki,
- kombinirane: v njih je prikazana struktura mnozice statisticnih enot, ki jih

proucujemo po najmanj dveh statisticnih spremenljivkah hkrati.

Absolutnih struktur obic¢ajno ne prikazujemo grafi¢no.

13



Primer:
Dve enostavni strukturi

a) struktura Studentov iz Novega mesta po spolu (podatek je izmisljen)
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Studentke iz NM Studenti iz NM Skupaj
245 179 424
b) struktura Studentov iz Novega mesta po bivanju med Studijem (izmisljen podatek!)
Doma Drugod (LJ, MB,..) Skupaj
95 329 424

Obe zgornji enostavni strukturi pa moremo zapisati tudi v eni sami tabeli v obliki

kombinirane strukture

Stanovanje med Studentke Studenti Skupaj
Studijem
Doma 55 40 95
Drugod 190 139 329
Skupaj 245 179 424

¢

2.3 Frekvencne porazdelitve

Ce imamo zelo veliko vrednosti numeri¢nih spremenljivk, potem je zapis v vrsti

nepregleden. Pregledne postanejo $ele, ko jih grupiramo v razrede.

Prikaz skupin enot, ki jim pripada ista vrednost (interval) numeri¢ne spremenljivke, je
frekven¢na porazdelitev.
Stevilo razredov pogojuje Sirino razredov. Sirine vseh razredov naj bodo — ¢e se le da —

enake.

Razredov naj bo med 5 in 15.

Ocen za Stevilo razredov je vec.
Ena je taksna (Sturgesovo pravilo):

r=1+33-logN

Druga ocena je

r—1< Y max ._ymin <r

14

(2.01)

(2.02)
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V zgornjih formulah pomenijo:

r — Stevilo razredov,
N — stevilo podatkov (numerus),
Ymax — DNajvecja vrednost spremenljivke (podatek z najvecjo vrednostjo),

Y.in — Najmanjsa vrednost spremenljivke (podatek z najmanjso vrednostjo),

i - Sirina razreda.

Primer:
Za 200 studentov poznamo njihove povprecne ocene. Podatke bomo razvrstili v razrede.
Koliko naj bo razredov?

Resitev:
Po formuli (5.01) dobimo

n=1+3,3-logN =1+3,3-log200=1+3,3-2,3=8,59
Razredov bo med 8 in 9.

Za boljSo oceno uporabimo Se kriterij (2.02). Najvecja vrednost podatka Yy, =10,
najmanjsa pa Y,,, =6, zato je razlika y., —V.., =4. Zaradi pogoja, naj bodo razredi
enako $iroki, je najenostavneje v formuli vzeti i =0,5, tako da je Stevilo razredov r =8.

Tabela je potem npr. taksna:

Zap. | Povprecna Frekvenca
St. ocena/razred | f,
1 6,00-6,50 15
2 6,51-7,00 40
3 7,01-7,50 43
4 7,51-8,00 47
5 8,01-8,50 33
6 8,51-9,00 10
7 9,01-9,50 9
8 9,51-10,00 3
skupaj 200

Opomba: sirina razredov v zgornji tabeli pravzaprav ni enaka, prvi razred je za eno stotino
vecji od ostalih. Ta razlika je tako majhna, da jo brez Skode za rezultat lahko zanemarimo.

Grafi¢ni prikaz s stolpci se pri frekvenéni porazdelitvi imenuje histogram.

15



POSLOVNA STATISTIKA

50 -
45 -
40
35+
30+
251
20
151
10 1] =

¢

Pri frekvenénih porazdelitvah bomo v nadaljevanju uporabljali naslednje znake:

N — Stevilo podatkov/enot,

I — Stevilo razredov,

y — spremenljivka,

f, - frekvenca k-tega razreda, (k=12,...,r)

Ymax — Najvecja vrednost spremenljivke (podatek z najvecjo vrednostjo),
Ymin — NajmanjSa vrednost spremenljivke (podatek z najmanjSo vrednostjo),
Yimex - 200rnja meja k-tega razreda,

Yi.min - SPONja meja k-tega razreda,

I = Yimex — Yimin - Sirina k-tega razreda,

_ yk,max + yk,min

Y, = - sredina k-tega razreda.

Predstavimo grafi¢no k-ti razred:

PP »'
Dl >

1 1
> &>

yk,min yk,max

Pri dolocanju razredov moramo upostevati nekatere zahteve:
« razredi naj bodo enako Siroki (e je le mogoce), v€asih sta prvi in zadnji razred
lahko tudi odprta in s tem razli¢ne Sirine,
« Vvsak podatek je lahko le v enem razredu,
« meje med razredi morajo biti jasno dolocene.
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Graficni prikaz frekvencne porazdelitve z linijskim diagramom se imenuje frekvenéni
poligon. Pri tem poligonu vzamemo na abscisni osi za dolofanje koordinat sredino
intervala.

Primer:
Vzemimo 200 Studentov iz prejSnjega primera. Frekvenc¢ni poligon je dan na spodnji sliki.

50
45

40

/
ol I \
o/

e \

frekvenca

razred

LR X4

Frekven¢ne porazdelitve so razlicnih oblik. Iz histograma ali linijskega poligona je
razvidno, kje se podatki zgostijo — tam je grafikon v navpiéni smeri (naj)visji, doseze torej
lokalni maksimum.
Oblike frekvenéne porazdelitve so lahko:

- unimodalna (ena zgostitev, en maksimum)

- bimodalna (dve zgostitvi, dva lokalna maksimuma),

- polimodalna (vec¢ kot dve zgostitvi, ve¢ lokalnih maksimumov)

17
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Graficni prikaz:

unimodalna bimodalna

Frekvencna porazdelitev je lahko Se

simetri¢na

asimetri¢na v levo

asimetri¢na v desno
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2.4 Kumulativna frekven¢na porazdelitev

Kumulativno frekvencno porazdelitev dobimo z vpeljavo kumulativnih frekvenc F,

(oznac¢imo jih z veliko ¢rko) po pravilu:

F=f
F=f+f,=F+f,
FE=f+f,+f,=FK+1,

F=f+f,+-+f =F_ +f, k=23...,r

Primer:
Vzemimo spet podatke o povpre¢nih ocenah Studentov, za katere poznamo frekven¢no
porazdelitev. Sedaj to tabelo dopolnimo tabelo s stolpcem kumulativnih frekvenc.

Zap. Povprecna Frekvenca Kumulativna
St. ocena/razred f, frekvenca F,
1 6,00-6,50 15 15
2 6,51-7,00 40 55
3 7,01-7,50 43 98
4 7,51-8,00 47 145
5 8,01-8,50 33 178
6 8,51-9,00 10 188
7 9,01-9,50 9 197
8 9,51-10,00 3 200
- skupaj 200 -
QGrafi¢no:
Fk F 3
1 e T S o --
150 +
100 +
50 - i
U L] | = L] L] L] L] é l'-'-'
1 2 3 4 ] 6 7 2 razred
XX
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Opomba: Linijski poligon kumulativne frekvence ima znacilno obliko. Za unimodalno
porazdelitev je oblika krivulje vedno podobna c¢rki S.

3 RELATIVNA STEVILA

Podatki, pridobljeni v procesu statisticne raziskave, so za obravnavo obi¢ajno smiselni Sele
tedaj, ko jih primerjamo med seboj ali pa jih primerjamo s kakSno v naprej dogovorjeno
vrednostjo. Stevila, ki jih dobimo (izra¢unamo) s tak$no primerjavo, imenujemo relativna
Stevila.
V tem poglavju bomo spoznali naslednja relativna stevila:

-relativne strukture,

-indeksi,
-statisti¢ni koeficienti.

3.1 Relativne strukture

Z relativnimi strukturami prikazujemo sestavo statistiénih mnozic. Izrazamo jih s:

- strukturnimi delezi,
- strukturnimi odstotki (procenti).

Strukturne deleZe izracunamo po formuli

fk°=f°(yk)=% . k=12..r (3.01)

Strukturne procente pa izracunamo po formuli

fk%:f%(yk):%-loo, k=12,...r (3.02)

Seveda velja: > f2=1 in > f, %=100.
k=1 k=1
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Relativne strukture prikazemo v tabeli, graficno pa imamo ve¢ razlicnih moZnosti:
prikazovanje s stolpci, s krogi, s kvadrati,...

Primer:

Neko podjetje izvozi za 5.000.000 € izdelkov, od tega v Evropo za 2.355.000 €, v ZDA za
1.245.000 €, na Kitajsko za 750.000 €, v Rusijo za 550.000 € in v Avstralijo za 100.000 €.

Prikazimo strukturo izvoza.

Resitev:
Prikaz v obliki tabele:

struktura
Trzisce Izvoz v € fko f %
Evropa 2.355.000 0,471 47,1
ZDA 1.245.000 0,249 24,9
Kitajska 750.000 0,150 15,0
Rusija 550.000 0,110 11,0
Avstralija 100.000 0,020 2,0
Skupaj 5.000.000 1,000 100,0
Grafi¢no (prikaz s krogom):
2%

L X X

O evropa
M zda

O kitajska
Orusija

M avstralija

Relativna struktura je lahko tudi sestavljena. Poglejmo si tak§no moznost spet kar na

primeru.

Primer:

Podana je sestavljena tabela, ki prikazuje nacin bivanja Studentov in Studentk iz neke
obcine (opomba: podatek je izmisljen) med Studijem.

Nacin bivanja Studenti Studentke skupaj
Stud. dom 10 15 25
Zasebhno 20 10 30
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Doma 30 45 75
Skupaj 60 70 130
Tabela strukturnih delezev
oo Delez Studentov Delez Studentk Delez skupaj
Nacin bivanja fko f % fko f % fko f %
Stud. dom 0,167 16,7 0,214 21,4 0,192 19,2
Zasebno 0,333 33,3 0,143 14,3 0,231 23,1
Doma 0,500 50,0 0,643 64,3 0,577 57,7
Skupaj 1,000 100,0 1,000 100,0 1,000 100,0
Graf:
O st. dom
@ privatno
Odoma

3.2 Indeksi

Indeksi so posebna oblika relativnih Stevil.

Loc¢imo:

-indekse s stalno osnovo,
-indekse s premicno osnovo (poseben primer so verizni indeksi)

ZapiSimo statisti¢no vrsto takole

YirYar-oo Yoo Yn

Indeksi s stalno osnovo (ta osnova je obicajno, ne pa vedno, Kkar prvi podatek ¢asovne
vrste) so Stevila, dolo¢ena z izrazom
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L, =%-1oo i=1.2,...N (3.03)
1

V izrazu (3.03) je stalna osnova prvi Clen statisti¢ne ¢asovne vrste Y,, zato smo indeks
oznatili z znakom |,. Ce bi bila npr. stalna osnova &len y,, bi indekse zapisali z
znakom I,; in podobno.

Stevila

_ln 00 iz12...N (3.04)

p/l

ilp

pa so indeksi s premi¢no osnovo.

Poseben primer indeksov s premi¢no osnovo so verizZni indeksi. Ti so doloceni z izrazom

1 =100 ,i=23,..,N (3.05)
yi,]_

Vpeljimo $e dva kazalnika, ki sta v neposredni zvezi z indeksi. To sta

a) koeficient dinamike

K= i=23...N (3.06)
Yis

b) stopnja rasti

S,=1.-100 ,i=23,...,N (3.07)

Izraz (3.07) lahko zapiSemo tudi drugace

S =1 —100=i-100—100=[l— J-100=(Ki ~1)100 ,i=23,...N
yi—l yi,1
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Torej velja taksna zveza:

S, =(K,~1)100 ,i=23,...,N (3.08)

Indekse in oba iz indeksov dobljena kazalnika graficno predstavljamo z linijskimi
grafikoni.

Primer:

Vzemimo primer, ki smo ga ze omenili, to je knjiznica in Stevilo izposojenih knjig v letih
od 2011 do 2017.

Izra¢unajmo indekse s stalno osnovo, verizne indekse, koeficient dinamike in stopnjo rasti.

Resitev:
Podatki za ta primer, zapisani v tabeli, so tak$ni
Leto 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

St. izposoj. knjig 5500 | 6300 | 6250 | 5700 | 6160 | 6000 | 6730

Dopolnimo to tabelo z iskanimi kazalniki

Leto 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017
St. izposojenih knjig 5500 | 6300 | 6250 | 5700 | 6160 | 6000 | 6730
indeksi s stalno osnovo I, 100 | 114,5| 113,6 | 103,6 | 112,0| 109,1 | 1224
verizni indeksi [ - 114,5 99,2 91,2 | 108,1 97,4 | 112,2
koeficient dinamike K, - 1,145| 0,992 | 0,912 | 1,081 | 0,974 | 1,122
stopnja rasti S, - 14,5 -0,8 -8,8 8,1 -26 | 1272

Opomba: Tabelo bi lahko tudi obrnili za 90 stopinj in bi jo zapisali v spodnji obliki.

Leto | St.izposoj. knjig [ Indeksi s st. | Verizni Koeficient Stopnja rasti
osnovo 1., indeksi |, dinamike K; | S,

2011 5500 100 - - -
2012 6300 1145 114,5 1,145 14,5
2013 6250 113,6 99,2 0,992 -0,8
2014 5700 103,6 91,2 0,912 -8,8
2015 6160 112,0 108,1 1,081 8,1
2016 6000 109,1 97,4 0,974 -2,6
2017 6730 122,4 112,2 1,122 12,2

Za grafi¢ni prikaz indeksov in iz indeksov dobljenih kazalnikov so primerni linijski
diagrami.
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a) verizni indeks
A
I
110 +
100 1
NOT
50 +
NN T ST SUU SR S >
2003 2004 ° 2005 2006 2007 2008 2009 leto

b) stopnja rasti

10

-1| 2003 2004 2085 2006/ 2007 \OpP8 2009 leto

v

(X X 4
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3.3 Statistiéni koeficienti

S statisticnimi koeficienti primerjamo med seboj razne vrste podatkov, kadar je taksna
primerjava seveda vsebinsko smiselna. Opazujemo npr. Stevilo Studentov na 1000
prebivalcev drzave (mesta, regije,..), Stevilo racunalnikov na 100 prebivalcev in podobno.
TakSne primerjave opisujemo s statisticnimi koeficienti K, ki jih izraCunamo po formuli

Kzi-E
Y

(3.09)

V (3.09) sta X in'Y podatka, ki ju med seboj primerjamo, E pa je Stevilo, ki pove, na koliko
enot izrazamo ta koeficient. E je potenca Stevila 10, torej (odvisno od posameznega

konkretnega primera) je lahko 1, 10, 100, 1000,...

Primer:

V neki obcini je 5 krajevnih skupnosti, za katere poznamo Stevilo prebivalcev in Stevilo
avtomobilov, kar je prikazano v spodnji tabeli.

krajevna skupnost | stevilo Stevilo
prebivalcev | avtomobilov
KS1 8500 1700
KS2 7315 930
KS3 9450 1500
KS4 3748 1000
KS5 1511 600
skupaj obc¢ina 30524 5730

Za vsako posamezno KS in za celotno ob¢ino izra¢unajmo statisti¢ni koeficient, ki naj
pomeni Stevilo avtomobilov na 100 prebivalcev.

Resitev:

V tem primeru je: X — stevilo avtomobilov in Y — §tevilo prebivalcev.
Ker primerjamo podatka glede na 100 prebivalcev, je E = 100.
Od tod dobimo spodnjo tabelo:

krajevna Stevilo Stevilo Stevilo avtomobilov
skupnost prebivalcev | avtomobilov { 100 prebivalcev }
KS1 8500 1700 20,0

KS2 7315 930 11,3

KS3 9450 1500 15,8

KS4 3748 1000 26,7

KS5 1511 600 39,7

skupaj obc¢ina 30524 5730 18,8
XX
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4 KVANTILI

Polozaj posamezne statisticne enote ali pa skupine enot v sklopu vseh danih podatkov
dolo¢amo z ve¢ parametri.
Ti statisti¢ni parametri so:

« kvantil,
e rang,
« relativni ali kvantilni rang.

Ko je statisti¢nih enot (podatkov) malo, jih lahko najenostavneje, pregledno in urejeno
zapiSemo v obliki ranZirne vrste.

Ranzirna vrsta je zapis podatkov, urejenih po velikosti — obi¢ajno v narasc¢ajo¢em
zaporedju:

VisVorouYn » Y2V, 1=1,2,3,..,N-1 (4.01)

Rang je celostevilska spremenljivka, ki pove, na katerem mestu v ranzirni vrsti se nahaja
statisti¢na enota, ki jo obravnavamo. Rang ozna¢imo z znakom R, i=12,...N .

Grafi¢no si numeri¢ne podatke (statisticne enote) in njihove range predstavimo na Stevilski
premici takole:

stat. enota Y, Yoo Ys oot Yoo Yiw o e Yn
6 o o o— o o
rang R, R, Ry.......... R Ry ...... Ry St. premica

Za rang seveda velja:

R =i, i=12,...N (4.02)

Kvantili so vrednosti numeri¢ne spremenljivke Y, i=12,....N v ranZirni vrsti.

Kvantilu, ki ima vrednost y;, lahko priredimo rang R;. Glede na kvantil z vrednostjo vy, ,
ima v ranzirni vrsti (i—l) statisticnih enot manj$o ali enako vrednost od Yy, , medtem ko

ima (N—R)) statisti¢nih enot ve&jo vrednost od ;.
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Relativni ali kvantilni rang P, je Stevilo, ki zavzame vrednosti od 0 do 1 in prikazuje

dele? statisti¢nih enot, ki so po velikosti manjSe od dane statisticne enote Y, .

0<P<1 i=12,..N

Kvantilu vrednosti y, priredimo relativni (kvantilni) rang P:P(yi). Zanj velja, da je

zvezna spremenljivka (lahko zavzame vse vrednosti med 0 in 1) , medtem Ko je pripadajoci
rang R, diskretna spremenljivka (zavzame vrednosti 1, 2, 3,..., N). Zaradi tega med njima

R

ne velja zveza B, =W oziroma R =PN, pa¢ pa v tem izrazu vedno uposStevamo numericni

popravek v vrednosti 0,5, kar zapisemo takole

R=PN+0,5 (4.03)
Od tod je
P= R _NO’S (4.04)

Nekateri kvantili imajo posebna imena.

Kvartili so kvantili, ki ustrezajo vsaki posamezni Cetrtini Stevila podatkov glede na Stevilo
vseh podatkov. To so vrednosti, ki razdelijo statisticno mnoZzico na §tiri dele, tako da je v
vsakem delu ena cetrtina (25%) vseh statisticnih enot. Kvartili so trije, ozna¢imo jih
Q..Q,,Q,. Njihovi zaporedni kvantilni rangi so 0,25, 0,50 in 0,75:

P(Q)=0.,25
P(Q,)=0,50
P(Q)=0,75

Decili so kvantili, ki ustrezajo vsaki posamezni desetini Stevila podatkov glede na Stevilo
vseh podatkov. To so vrednosti, ki razdelijo statisticno mnozico na deset delov, tako da je
v vsakem delu ena desetina (10%) vseh statisti¢nih enot. Decilov je devet: D,,D,,...,D,. Za

njih velja

P(D,)=0.10
P(D,)=0,20

P(D,)=0,90
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Centili so kvantili, ki ustrezajo vsaki posamezni stotini $tevila podatkov glede na Stevilo
vseh podatkov. To so vrednosti, ki razdelijo statisti¢cno mnozico na sto delov, tako da je v
vsakem delu ena stotina (1%) vseh statisti¢nih enot. Centilov je 99. Za njih velja

P(C,)=0,01
P(C,)=0,02

P(Cy)=0,99
Seveda velja:

P(Q)=P(B)=P(C)

Vrednosti Q,,D, in C,; so med seboj enake, imenujemo jih mediana ali sredi$¢nica.

Mediana je tista vrednost statisti¢ne enote, od katere ima 50% vseh statisti¢nih enot manjSo
ali enako vrednost, 50% pa vecjo.

Mediana mnozico vseh statisticnih enot v ranzirni vrsti razdeli na dva dela glede na stevilo
statisticnih enot in ne na njihovo velikost!

4.1 Racunanje kvantilov in kvantilnih
rangov

Sedaj bomo dolocali polozaj posamezne statisti¢ne enote, tako da bomo

-znanemu kvantilnemu rangu priredili kvantil
ali pa obratno
-danemu kvantilu dolo¢ili kvantilni rang.

4.1.1 Iz frekvencne porazdelitve

Podatki naj bodo razvrS€eni v razrede, torej prikazani s frekvencno porazdelitvijo.
Vzemimo najprej, da poznamo kvantilni rang P in Zelimo dolo¢iti ustrezno vrednost
spremenljivke y, torej dolociti pripadajoci kvantil.

V tem primeru uporabimo formulo

Rk_Fk—l.'

I
£

Yk = Yimin T (4.05)
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V (4.05) je k kvantilni razred, ki ga dobimo iz ocene

Fu<R <K (4.06)

Iskani rang dobimo iz formule (4.03), kjer vzamemo i=Kk:

R =NP,.+0,5 (4.07)

Primer:
Za 200 studentov poznamo povprecne ocene opravljenih izpitov. Podatki so Ze grupirani v
razrede in zapisani v spodnji tabeli.

Zap. | Povprecna Frekvenca Kumulativna

St. ocenal/razred f, frekvenca F,

1 6,00-6,50 15 15
2 6,51-7,00 40 55
3 7,01-7,50 43 98
4 7,51-8,00 47 145
5 8,01-8,50 33 178
6 8,51-9,00 10 188
7 9,01-9,50 9 197
8 9,51-10,00 3 200
- skupaj 200 -

Katera povpre€na ocena bi bila v ranzirni vrsti natanko v sredini (mediana)?

Resitev:
Racunamo mediano (R=Me), njen kvantilni rang je 0,5, torej P(Me)=0,5. Njen rang
dobimo iz relacije R, =R N+0,5, torej

R, =NP, +0,5=200-0,5+0,5=100,5

Seveda je to podatek, ki lezi na 100. mestu, ¢e bi imeli zapis v obliki ranZirne vrste.

Ker imamo podatke podane s frekvencno porazdelitvijo, moramo dobiti razred, v katerem
se nahaja stoti podatek. To dobimo iz relacije (4.06): F,_,<R<F .V tabeli vidimo, da je

F,<R=100,5<F,

Iskani podatek se nahaja v 4. razredu, kvantilni razred je torej k = 4.
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Iz enacbe (4.05) dobimo

100,5-98

Y=Y mi +@.ik =Y min +$-i4 =751+ .0,50=7,54
k 4

Povprecna ocena, ki bi bila natanko v sredini vseh podatkov, je 7,54. To pomeni, da ima
50% Studentov povprecno oceno manj ali enako 7,54 in 50% ve¢ od 7,54.
I X X J

Sedaj pa vzemimo obratno situacijo:_poznamo kvantil y in zelimo dolociti pripadajoci
kvantilni rang P.

V tem primeru ravnamo takole:

- najprej opredelimo kvantilni razred k iz ocene

yk,min < yk < yk,max (408)

- iz formule (4.05) izratunamo rang

FS R (4.09)
Ik
- iskani kvantilni rang dobimo iz formule R, =R N +0,5, torej
R= R ;IO’S (4.10)

Primer:
Ponovno vzemimo 200 Studentov, za katere poznamo njihove povprecne ocene opravljenih
izpitov. Podatki so grupirani v razrede in zapisani v spodnji tabeli.

Zap. | Povprecna Frekvenca | Kumulativna

§t. | ocena/razred f, frekvenca F,

1 6,00-6,50 15 15
2 6,51-7,00 40 55
3 7,01-7,50 43 98
4 7,51-8,00 47 145
5 8,01-8,50 33 178
6 8,51-9,00 10 188
7 9,01-9,50 9 197
8 9,51-10,00 3 200
- skupaj 200 -
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Doloc¢imo kvantilni rang Studenta, ki ima povprecno oceno 8,90.

Resitev:
Poznamo kvantil y, =8,90. Kvantilni razred dobimo iz ocene (4.08), to je

yk,min < yS yk,max

8,51<8,90<9,00 —=k=6

yG,min y6,max

Kvantilni razred je 6. razred, ker se ocena 8,90 nahaja v tem razredu.
Uporabimo formulo (5.19)

R=F 4+ Jumn ¢ _p Y Vomn ¢ =178+%;g’51-10=185,8

Kk 6 ’

Kvantilni rang, ki pripada rangu R, =185,8 je po formuli (5.20)

o _R—05_1858-05

) =0,93
N 200

Komentar: Student s povprecno oceno 8,90 je na 186. mestu, od njega ima slabSo ali enako
povprecno oceno 93% Studentov, 7% pa ima vi§jo povprecno oceno.
L X X

5.4.1.2 1z ranzirne vrste

Kvantile in kvantilne range lahko racunamo tudi iz ranZirne vrste. RanZirno vrsto si lahko
predstavljamo kot frekven¢no porazdelitev podatkov, kjer je v vsakem razredu natanko po
en element.

Torej glede na zapise pri prejSnji moznosti velja:

f=f=-=f=1
Y min = Yk

ik =Y Ya
k=12.3,...,N

(4.11)

Vzemimo najprej, da poznamo kvantilni rang P in zelimo dolociti ustrezno vrednost
spremenljivke y, torej dolociti pripadajoci kvantil.
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Rk B Fk—l
fk

upostevamo znacilnosti (4.11) in dobimo

4., ki velja

Yo =Yka +(Rk - Fk—l)'(yk - yk—l)

V tej formuli potrebujemo k (kvantilni razred), ki ga dobimo iz ocene

F.<R <K

Konéno dobimo $e iskani rang

Primer:

R, =NP.+0,5

pri frekven¢ni porazdelitvi,

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Na zdravniskem pregledu so izmerili vi§ino 20 Studentov. Dobljeni rezultati so urejeni v

nara$¢ajoem vrstnem redu v ranZirni vrsti in zapisani v spodnji tabeli.

Rang R visina y; (cm)
1 162
2 163
3 169
4 170
5 170
6 171
7 172
8 173
9 175
10 175
11 177
12 178
13 178
14 180
15 181
16 183
17 183
18 190
19 197
20 199
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Izracunajmo 3. kvartil Q,.

Resitev:
Tretji kvartil ima kvantilni rang 0,75, torej P,=P(Q,)=0,75.

Iz formule (4.14) izra¢unamo rang: R, =NP +0,5=20-0,75+0,5=15,5.
Vrednost za k dobimo iz ocene (4.13)

F.,<R <F
Kerje 15<15,5<16 , sledi od tod: k=16.
Iz formule (4.12) dobimo $e iskani kvartil

=Yiea H(R=Fa) (e Vi)

Yis =Q =VYis +(R16 — Fl5)(y16 — y15):181+(15,5—15)(183—181) =182

Tretji kvartil je Q=182 cm. To pomeni, da je 75% statisti¢nih enot (Studentov) manjsih ali

enakih 182 cm in 25% ve¢jih od 182 cm.
L X X J

Sedaj pa vzemimo, da poznamo kvantil y in zelimo dolociti pripadajoci kvantilni rang P.

Tudi v tem primeru uporabimo formule za ta postopek iz primera frekvencne porazdelitve,
pri ¢emer uposStevamo posebnosti, zapisane v (4.11).

Postopek poteka takole:
- najprej opredelimo kvantilni razred k iz ocene Y, i, <Vi <V max » Kar sedaj pomeni
Yia <Y<Yk

- iz formule (4.12), to je y, =Y, +(R—F)(Y«—Yia), izratunamo kvantilni rang R,

RE=RE: zk__):(kkl (4.15)
)

- koné¢no dobimo iskani kvantilni rang iz formule (4.14), torej je
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Primer:

(4.16)

Vzemimo iste podatke, kot v prejSnjem primeru. KaksSen kvantilni rang ustreza vrednosti

y=174 cm?

Resitev:
Tabela s podatki je zapisana v prejSnjem primeru.

V skladu s postopkom dolo¢imo najprej kvantilni razred k:
Yia <Y<Yy
Y, =173<174<y,=174 =k=9

Nato iz formule (4.09) izra¢unamo kvantilni rang

Rk:Fk 1+ y_yk—l

R=F+ Y—VYe 8 174—173:
Xo—Xg 185-173

Od tod pa iz formule (4.10) dobimo $e iskani kvantilni rang

P - R.—0,5
N
p- I'~29—0,5:8,5—0,5:0’40
N 20
Komentar:

Od velikosti 174 cm je manjsih ali enakih 40% podatkov, 60% pa je vecjih.

(X X 4
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4.2 Graficno doloCanje kvantilov in
kvantilnih rangov

Kvantile in kvantilne range, ki jim pripadajo, lahko dolo¢imo tudi grafi¢cno. Dobimo jih
tako, da jih enostavno preberemo iz grafa kumulativnih frekvenc.
Poglejmo si tak§no moznost kar na primeru.

Primer:
Vzemimo Ze znan primer z 200 Studenti in njithovimi povpre¢nimi ocenami.

Zap. | Povpre¢na | Frekvenca Kumulativna

St. ocena/razred | f, frekvenca F,
1 6,00-6,50 15 15
2 6,51-7,00 40 55
3 7,01-7,50 43 98
4 7,51-8,00 47 145
5 8,01-8,50 33 178
6 8,51-9,00 10 188
7 9,01-9,50 9 197
8 9,51-10,00 3 200
- skupaj 200 -

V prejdnjih primerih smo Ze ugotovili tole:
- mediana, ki ima kvantilni rang P(Me)=0,5, je podatek Me=7,54,
- kvantilu y=8,90 pripada kvantilni rang P=0,93.

Grafi¢ni prikaz kumulativnih frekvenc za ta primer smo tudi Ze narisali. V tem grafu
odmerimo na ordinatni osi Se kvantilni rang.

1. &e poznamo kvantilni rang in iS€emo pripadajoci kvantil, bomo na ordinatni osi (os
kumulativnih frekvenc) odmerili kvantilni rang in grafi¢no ugotovili, katera vrednost

na abscisni osi (= kvantil) ji ustreza. Mediana, ki ima kvantilni rang P(Me):0,5, je
podatek Me=7,54, kar preberemo na abscisni 0si.
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N TP

200 +1,00 g——o

150 + 0,75

100 + 0,50

50 @25

0 i i 1o i i i i >
1 2 3 4 5 617 8 y

7,54

2. ¢e poznamo kvantil, dobimo kvantilni rang na ordinatni osi, za Ze znani primer je
kvantil 8,90 in na ordinatni osi preberemo pripadajoc¢i kvantilni rang 0,93.

N T p 093

100 + 0,50

50 T 0,25

(X X 4
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5 SREDNJE VREDNOSTI

Srednje vrednosti so statistini parametri, ki jih v statisticnih izracunih velikokrat
uporabljamo. Srednjih vrednosti je ve¢, omenili bomo naslednje:

- mediana,

- modus,

- aritmeti¢na sredina,
- harmonic¢na sredina,
- geometri¢na sredina.

5.1 Mediana (Me)

Mediana je vrednost statisticne spremenljivke, ki ji pripada kvantilni rang P=0,50. To

pomeni, da je to tista vrednost, od katere je polovica statisticnih enot manjsih ali enakih,
polovica statisti¢nih enot pa je od nje vecjih.

Mediano smo natanko spoznali v prejSnjem poglavju. IzraCunamo jo iz ranZirne vrste ali iz
frekvenéne porazdelitve na nacin, ki ga Ze poznamo.

Mediana je lahko razumljiva in predstavljiva ter enostavna za ra¢unanje.

Njena pomanjkljivost je zlasti v tem, da je premalo obcutljiva za spremembe vrednosti
podatkov.

5.2 Modus (Mo)

Modus je naslednja srednja vrednost. To je tak$na vrednost, okoli katere se Stevilo
podatkov najbolj zgosti. Modus je torej najpogostejSa vrednost. 1z te definicije Ze vidimo,
da modusa ne moremo ugotavljati (racunati) v primeru, ko so podatki dani v ranzirni vrsti,
pa¢ pa le pri frekvenéni porazdelitvi, kjer je Sirina razredov enaka. Modus je v tistem
razredu, kjer je frekvenca najvecja, tam torej, kjer je najve¢ podatkov. Razred, v katerem
najdemo modus, imenujemo modusni razred.

Modus izrac¢unamo po formuli

fk — fk—l 'ik
( fk - fk—l)+( fk - fk+1)

M0: yk,min +

oziroma

1 (5.01)
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Znaki v formuli (5.01) pomenijo:

k —modusni razred, ki ga dobimo iz pogoja

fi=max(f) , i=12...r

f, - frekvenca modusnega razreda,
Yimin - SPODNja meja modusnega razreda,

I, - Sirina modusnega razreda.

Opomba: Ce je frekvenéna porazdelitev polimodalna, ima ved modusov!

Primer:

(5.02)

Vzemimo spet 200 Studentov, za katere poznamo povprec¢no oceno opravljenih izpitov,

podatki so dani v tabeli.
Dolo¢imo modus.

Resitev:

Iz tabele frekvencne porazdelitve vidimo, da je modusni razred Cetrti, ker zadoS¢a pogoju

(5.02).

max(f,, £, f,. 5, £, £, f,)= £,=47 =k=4

Zap. | Povprecna Frekvenca Kumulativna

§t. | ocena/razred f, frekvenca F,

1 6,00-6,50 15 15
2 6,51-7,00 40 55
3 7,01-7,50 43 98
4 7,51-8,00 47 145
5 8,01-8,50 33 178
6 8,51-9,00 10 188
7 9,01-9,50 9 197
8 9,51-10,00 3 200
- skupaj 200 -

Modus dobimo po formuli (5.01)

fk - fk_]_ 'ik :7’51+47—_43.0,5027’62
21— f —f_ 94-43-33

MOZ yk,min +

To pomeni, da ima najvec¢ Studentov srednjo oceno okrog 7,62.
LA X
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5.3 Aritmeti¢na sredina (M, V)

Aritmeti¢na sredina ali aritmeti¢no povprecje je najpogosteje uporabljana srednja vrednost.
Izratunamo jo po formuli

oo N
M, :yzmzizyi (5.03)
N N =

Opomba: Za aritmeti¢no sredino uporabljamo znak M, ali pa y. Ce spremenljivko

oznac¢imo npr. s ¢rko X, potem je znak za aritmeti¢no sredino seveda M, ali X in podobno

za kaks$no drugacno oznacevanje.

Primer:

Na zdravniSkem pregledu so izmerili viSino 20 Studentov. Dobljeni rezultati so urejeni v
naras¢ajoéem vrstnem redu v ranzirni vrsti in zapisani v spodnji tabeli. Kolika je
povprecna viSina teh Studentov?

zap. §t. visina y; (cm)
1 162
2 163
3 169
4 170
5 170
6 171
7 172
8 173
9 175
10 175
11 177
12 178
13 178
14 180
15 181
16 183
17 183
18 190
19 197
20 199
skupaj 3547

Po (5.03) dobimo povpre¢no visino takole:
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1 N 1 20 l
M =y=—Sy=—"Y"y =—.3547=177,3
=Y N;y' zo;y' 20

Povprec¢na viSina $tudentov je 177,3 cm.
L X X J

5.3.1 Lastnosti aritmeti¢ne sredine

1. Aritmeticna sredina konstante je konstanta

M.=C , C—konstanta (5.04)

Relacijo (5.04) dokazemo tako, da upostevamo definicijo aritmeti¢ne sredine. Vsi ¢leni
ranzirne vrste so v tem primeru namre¢ enaki C, zato je po definiciji (5.03) res tole:

1y 1 1
My=ﬁi21:yi=—[C+C+---+CJ=W-NC=C

N N—krat

2. Aritmeticna sredina produkta spremenljivke s konstanto je enaka produktu konstante z
aritmeticno sredino

y=Ax=>M, =AM, (5.05)

Tudi to lastnost dobimo iz definicije aritmeti¢ne sredine. Vzemimo, da imamo
spremenljivko X, za katero poznamo arirmeti¢no sredino M. Spremenljivka y naj bo s

konstanto A pomnoZzena spremenljivka X, torej y, =A%, ,1=1,2,...,N . Sedaj je:

N N

13 1 1 N 1
M, =N;yi =NZ/1Xi =N'ﬂ';>ﬁ =/1'(ﬁzxij=/“\/|x

i=1 i=1

3. Za aritmeticno sredino velja lastnost linearnosti.

Naj bo z statisticna spremenljivka, dana kot linearna kombinacija dveh drugih statisti¢nih
spremenljivk x in y, torej

Z=A,X+A,Y

Potem je res
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M, =AM, +4M, (5.06)

Relacijo (5.06) spet dobimo iz definicije povprecne vrednosti in lastnosti vsote takole:

M, =X +zzyi)=ﬂl[%ngw(ﬁgyij=ﬂlmxwMy

i=l

4. Vsota vseh odklonov (odmikov, razlik) posameznih vrednosti od aritmeticne sredine je
enaka O:

:(yi—My)=O (5.07)

Zgornjo lastnost ugotovimo takole:

N N N

2(%=M,)=2_%-> M, =NM,-NM, =0

i=1 i=1 i=1

N
Pri tem smo upostevali, da je Y M, =M, +M +-+M =NM,
i=1

N—krat

Lastnost (5.07) Se prav posebej poudarja pomen aritmeti¢ne sredine.

5. Vsota kvadratov odklonov posameznih vrednosti od neke konstante je najmanjsa, ce je
ta konstanta enaka aritmeticni sredini.

N
>(y,~4)" min, &eje =M, (5.08)

i=1

Dokazimo Se to.
N 2 .-

Oznac¢imo Y :Z(yi —A) . Funkcija Y = f(/l) ima ekstrem v stacionarni tocki, torej mora
i1

biti njen prvi odvod nic.

N
Y':j_Y:z (y—A)(-1)=0
i=1

Od tod je
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i y,—4)=0 oziroma Zy, Z/I 0

i=1 i=l

Ker je 2/1 A+A+:-+A=N2

N—krat
N N N
iz enatbe D y,—» A=0 sledi > y,=N2
i=1 i=1 i=1

in od tod res vidimo, da je to Stevilo ravno aritmeti¢na sredina:

Z drugim odvodom pa se moramo $e prepricati, ¢e gre zares za minimum.
V ta namen zapiSimo prvi odvod takole:

Y’=%=_2i(yi )==2[ (= A)+(Yo= A+ (=)

i=1

Drugi odvod je potem

Y= :22 —2[(—1)+(—1)+- : -+(—1)}2 N>0

N—krat

Drugi odvod je pozitiven za vsako vrednost A, zato je ekstrem res minimum.

6. Aritmeticno sredino statisticne mnoZice z N statisticnimi enotami je mogoce izracunati
iz aritmeticnih sredin r delnih statisticnih mnozic, ki imajo skupaj N enot:

- - - N.V:

:7:N1y1+N2y2+---+Nryr:iZl: i
N,+N,+---+N ’

1T N2 r ZNi

Ker je ZNi =N,+N,+---+N, =N, dobimo iz zgornjega zapisa
i=1

Ny (5.09)
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Aritmeti¢ni sredini (5.09) pravimo tehtana aritmeti¢na sredina (ali tudi ponderirana
aritmeti¢na sredina). Stevila N, so uteZi ali ponderji.

Primer:

V podjetju ABC, d.0.0. so imeli v letu 2019 po delovnih urah naslednje Stevilo zaposlenih:
5 mesecev 10 delavcev, 3 mesece 8 delavcev in 4 mesece 9 delavcev. Koliko zaposlenih po
delovnih urah so imeli v povprecju leta 20197

Resitev:
Ce vzamemo, da so podatki o zaposlenih kar po vrsti po mesecih, lahko zapisemo tabelo

skupaj

mesec jan | feb | mar | apr | maj | jun | jul | avg | sep | okt | nov | dec | 12

zaposleni | 10 |10 |10 |10 |10 |8 8 |8 9 9 9 9 110

V 12 mesecih so imeli po delovnih urah skupno 110 zaposlenih, v povpre¢ju mesecno tore;j

11 . . . . . x .
1—20=9,17. Gre za tipiCen primer tehtane aritmeticne sredine. Ce uporabimo formulo

(5.09), dobimo seveda isti rezultat:

_ 1 13, _ _ _ _ 1
:yzﬁz :—22 V= 1y1+N2y2+N3y3):E(S-lO+3-8+4-9):9,17
i=1l

¢

5.3.2 Aritmeti¢na sredina pri frekvencni
porazdelitvi

Ko so podatki dani s frekven¢no porazdelitvijo, aritmeticnega povprecja ne moremo
izracunati natanko, dobimo lahko le njegov pribliZzek z uporabo formule

1 r
y N & iYi (5.10)

Tu je
r- Stevilo razredov
y,- sredina i-tega razreda, i=12,...,r

f, - frekvenca i-tega razreda, i=1,2,...,r
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Zgornja formula je res le priblizek (ocena) za aritmeticno povprecje, ker smo privzeli, da
imajo vsi predstavniki istega razreda enako vrednost, to je sredina tega razreda.

Primer:
Vzemimo 200 Studentov in njihove povpre¢ne ocene opravljenih izpitov. Izracunajmo
povprecno vrednost statistine spremenljivke (ocene opravljenih izpitov).

Zap. | Povpre¢na Sredina Frekvenca Produkt

St. ocena/razred razreda vy, f, f.y,
1 |6,00-6,50 6,25 15 93,75
2 |6,51-7,00 6,75 40 270,00
3 |7,01-7,50 7,25 43 311,75
4 |751-8,00 7,75 47 364,25
5 |8,01-8,50 8,25 33 272,25
6 |8,51-9,00 8,75 10 87,50
7 19,01-9,50 9,25 9 83,25
8 19,51-10,00 9,75 3 29,25
- | skupaj ) 200 1512,00

Resitev:
Povprecno vrednost statistiéne spremenljivke, ki je podana s frekvencno porazdelitvijo,
bomo dobili z uporabo (5.10).

=y== Z Y, = 2OOny, 15 6,25+40-6.75+43.7,25+47-7,75+

i=1

1512,00

+33-8,25+10-8,75+9-9,25+3-9,75) = =7,56

¢e

5.4 Harmonic¢na sredina

Harmoni¢na sredina za N vrednosti statisticne spremenljivke Yy je dolo¢ena s formulo

N N
H=r—3 T (5.11)
— - +— =
i Y, Y TV

Formula (5.11) je uporabna tedaj, ko so podatki dani v ranzirni vrsti. Vrednosti statisticne
spremenljivke so lahko tudi frekven¢no porazdeljene, torej se pojavljajo v r razredih. V
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tem primeru imamo opravka s tehtano (ponderirano) harmoni¢no sredino, ki je definirana
takole

r

f+f,+- +f 2

H=_1 _ |1
T f, Z*
Yi Y. Yo TV

.

Ker je izraz v Stevcu z f,=1f+f,+---+f =N, zapiSemo tehtano harmoni¢no sredino s
i=1

formulo

f+f+---+f N

H = =— (5.12)
L2 + Z—
i Y Yo TV

Harmoni¢no sredino praviloma uporabljamo v primerih, ko se vrednosti statisti¢ne
spremenljivke izrazajo v obliki kvocienta oziroma ko imamo opraviti z obratno
sorazmernimi kolicinami.

Primer:

Trije Studenti reSujejo vsak zase isto nalogo. Prvi Student jo reSi v 5 minutah, drugi Student
jo resi v 6 minutah, tretji Student pa jo reSi v 10 minutah. KakSen je povprecni Cas
reSevanja te naloge?

Resitev:
Ce bi skusali dobiti povpreéni ¢as z aritmeti¢no sredino, bi dobili rezultat

y= Y+ Y, +Ys :5+6+10:7
3 3

Ali je to pravilen rezultat?
Poglejmo nalogo z druge plati in prevedimo delo Studentov na skupni ¢as 1 uro. To pomeni
naslednje:

Prvi Student reSi nalogo v 5 minutah, v eni uri bi resil 12 takSnih nalog.
Drugi Student reSi nalogo v 6 minutah, v eni uri bi resil 10 taks$nih nalog.
Tretji Student reSi nalogo v 10 minutah, v eni uri bi resil 6 taks$nih nalog.

Skupno bi ti trije Studenti v treh urah (=180 minut) resili 28 taksnih nalog. Od tod dobimo

pravilno povprecje za reSevanje 1 naloge: Yy = w =6,43 minut .

Rezultat, ki smo ga dobili z aritmeti¢nim povprecjem, je torej napacen.
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Ker sta pojma »znanje matematike« in »¢as reSevanja naloge« obratno sorazmerna (ve¢ Kot
zna matematike, manj ¢asa potrebuje za reSevanje naloge), moramo uporabiti harmoni¢no
sredino in s tem dobimo pravilen rezultat:

N 3
HeT—7 1°-171 1 6%
i Y, Y5 5 6 10
L X X J

5.5 Geometri¢na sredina

Geometri¢no (ali tudi: geometrijsko) sredino uporabljamo pri analizi ¢asovnih vrst, ko
proucujemo dinamiéne kazalnike, kot so verizni indeksi, koeficient dinamike in stopnja
rasti.

Geometrijsko sredino podatkov izraunamo po formuli

G :\N/ Yi Y2 Y (5.13)

Ce so podatki grupirani po razredih, ra¢unamo tehtano (ponderirano) geometrijsko
sredino, ki jo dobimo iz enacbe

G=Ny"yy ey (5.14)

Ce formulo za geometrijsko sredino, to je (5.13), logaritmiramo, imamo

logG =log /Y, -y, Yy

1 1Y
log G :W(Iog y, +logy, +---+log yN):WZIog y,
i=1

Iz tega zapisa ugotovimo zanimivo lastnost: logaritem geometrijske sredine je aritmeticna
Sredina logaritmov vrednosti statisticne spremenljivke.

Podobno bi ugotovili, ¢e bi logaritmirali tehtano geometrijsko sredino:
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logG = log y/y" -y -y

IogG:%(Nllog y,+N,logy, +---+N,logy, )==>"N;logy,

1
=

Logaritem tehtane geometrijske sredine je tehtana aritmeticna sredina logaritmov
vrednosti grupiranih podatkov.

Primer:
Cena nekega izdelka se poveca za 100%, nato se poceni za 50%. Kolik$na je konc¢na
sprememba cene?

Resitev:
Oznac¢imo osnovno ceno C,. Cena, povecana za 100% , naj bo C , cena, kasneje znizana za

50%, pa naj bo c,. Imamo torej podatke, za katere lahko izra¢unamo verizne indekse.

Cena C =2cC, 1

(za 50% zmanjsana cena ¢, )

(za 100% povecana cena C)

Veriziindeks |- [} G100 o0 1,=2.100=50

G G

Jasno je naslednje: ¢e se cena poveca za 100% in se ta cena nato zniza za 50%, je kon¢na
cena enaka prvotni ceni. Povpre¢ni verizni indeks bo torej 100.

Izracunajmo povprecje z vsemi tremi znanimi sredinami:

I,+1, 200+50
2 2

1. aritmeti¢na sredina: M = =125 NAPACNO

2 _2ll, 2:20050_g, NAPACNO
1.1 1+, 250

Il |2

2. harmonic¢na sredina: H =

3. geometrijska sredina: G =gl,-1, =+/200-50 =10000 =100 PRAVILNO

Iz zgornjih izraGunov vidimo, da dobimo pravilen rezultat z geometrijsko sredino.
s
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Geometrijsko sredino uporabljamo tudi za raCunanje koeficienta dinamike in stopnje rasti v
¢asovnih vrstah.

Oznaéimo ¢lene v ¢asovni vrsti
Yi: Yo Yoo Yy

Posamezni koeficienti dinamike so

Y, Ys Y
K=2% K,==,..., K,==—/"
oy Yy, " Ve

Pomnozimo zgornje koeficiente med seboj in ta produkt pomnozimo $e z Yy, pa dobimo

Yo ¥s Yo Yu

y-K-K_“K :y-—__....._:y

Ty Y, Y Vs
Od tod

Y,

7T:KZKS...KN

Koeficienti dinamike so kazalniki, ki povedo, kako pridemo od zacetne vrednosti
statisticne spremenljivke Y, do kon¢ne vrednosti statisti€ne spremenljivke Y, .

Ce je K povpreéni koeficient dinamike, lahko zgornjo ugotovitev napisemo v obliki

I _KK...K=K"
—K-K..K=

Y1 (N-1)-krat

Iz primerjave zgornjih izrazov sledi

Y _
N _K,-K,.. K, =K
Y:

Od tod dobimo dve uporabni formuli

K=MK, K,...K, (5.15)

K =(N—1)/3;—N (5.16)
1
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Povprecni koeficient dinamike je torej geometrijska sredina posameznih koeficientov
dinamike.

Primer:
Vzemimo Ze znani primer izposojenih knjig v knjiznici v letih 2011 do 2017 (tabela).
Izracunajmo povpre¢ni koeficient dinamike in povpre¢no stopnjo rasti.

Leto 2011 2012 | 2013 |2014 |2015 |2016 |2017
St. izposojenih knjig 5500 | 6300 |6250 |5700 |6160 |6000 | 6730
indeksi s stalno osnovo I, | 100 1145 | 1136 | 103,6 | 112,0| 1091 1224
verizni indeksi |, - 1145 992| 91,2| 1081 | 97,4| 11272
koeficient dinamike K, - 1,145| 0,992 | 0,912 | 1,081 | 0,974 | 1,122
stopnja rasti S, - 14,5 -0,8 -8,8 8,1 -2,6 12,2
Resitev:

a) Uporabimo formulo (5.13) in izratunamo povpreéni verizni indeks:

=81, 1,1, 15 1g-1, =§114,5-99,2.91,2.108,1-97,4-112,2 =103,4

b) Uporabimo formulo (5.15) in izratunamo povpre¢ni koeficient dinamike:
K :\Gj K,-K;-K, K- K; - K, :{3/1,145-0,992-0,912.1,081.0,974-1,122 22/1, 223741=1,034

c) Povpretno stopnjo rasti dobimo iz povpre¢nega koeficienta dinamike iz
enatbe S=(K—-1)100, kar za ta primer pomeni: S=(K-1)100=(1,0342-1)100=3,4.
LR X4

6 MERE VARIABILNOSTI, MERE
ASIMETRIJE, MERE
SPLOSCENOSTI

V tem poglavju bomo spoznali tri statisticne parametre, s katerimi ugotavljamo posebnosti
porazdelitve vrednosti statisti¢nih spremenljivk. To so: mere variabilnosti, mere asimetrije
in mere sploS¢enosti.
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6.1 Mere variabilnostli

Mnozi¢ni podatki, s katerimi imamo opravka v statistiki, dosegajo razlicne vrednosti, rekli
bomo, da varirajo. Z merami variabilnosti ugotavljamo, v kak$nih mejah se gibljejo
numeri¢ne vrednosti pridobljenih podatkov.

6.1.1 Variacijski razmik

Variacijski razmik R, je najenostavnej$a mera variabilnosti in pomeni zgolj razliko med

najvecjo in najmanjso vrednostjo statisticne spremenljivke:

R/ = Yimax — Yrmin (601)

Variacijski razmik je precej groba mera in naceloma ne nudi dovolj informacij o
proucevanem pojavu.

6.1.2 Kvartilni razmik

Kvartilni razmik R, je razlika med tretjim in prvim kvartilom:

R=Q-Q (6.02)

5.6.1.3 Kvartilni odklon

Namesto kvartilnega razmika vecCkrat uporabljamo kvartilni odklon, ki je polovica
kvartilnega razmika

Ry=5(Q-Q) (6.03)

2

6.1.4 Decilni razmik

Decilni razmik je razlika med devetim in prvim decilom
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(6.04)

Z decilnim razmikom smo izlo¢ili 10% po vrednosti najmanjSih in 10% po vrednosti

najvecjih vrednosti statisticne spremenljivke.

Prikazimo variacijski in kvartilni razmik graficno.

R\/ = ymax - ymin

Ry=Q-Q

A\ 4

A

ymi n Ql QS ymax

6.1.5 Povprecni absolutni odklon od
aritmeticne sredine

Naslednja mera variabilnosti je povpreéni absolutni odklon od aritmeti¢ne sredine, Ki je

doloden z izrazom

1&
dM :W;h/i _M|

(6.05)

6.1.6 Povprecni absolutni odklon od mediane

Podobno vpeljemo Se povprecni absolutni odklon od mediane

1 N
dMe =W§|y| _Me|

Primer:

(6.06)

Vzemimo ze veckrat uporabljeni primer meritev velikosti 20 Studentov (tabela). ZapiSimo

omenjene mere variabilnosti.
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zap. §t. | visina y, (cm)
1 162
2 163
3 169
4 170
5 170
6 171
7 172
8 173
9 175
10 175
11 177
12 178
13 178
14 180
15 181
16 183
17 183
18 190
19 197
20 199
skupaj 3547

Resitev:
a) Variacijski razmik: R, =Y, —Ymi, =199-162=37 cm.

b) Za kvartilni razmik R,=Q,—Q potrebujemo prvi in tretji kvartil. Tretji kvartil smo Ze

izraCunali in ga poznamo: Q,=182 cm. Izra¢unajmo Se prvi kvartil Q, .
P(Ql)=0,25:> R=NP+0,5=20.-0,25+0,5=5,5

Od tod dolo¢imo k=6 in nato
Q=Y +(R6 — |:5)( Yo — y5):170+(5,5—5)(171—170) =170,5cm

Kvartilni razmik je torej: RQ=Q—Q1=182—170,5=1],5 cm.
- 1 1
c) Kvartilni odklon: R, :E(Q3—Q1):E-11,5 cm=5,75 c¢cm
2

d) V enem od prejSnjih primerov smo Ze izracunali aritmeticno sredino: M =177,3 cm,

zato bomo nekoliko kasneje lahko izracunali tudi povpre¢ni absolutni odklon od
aritmeticne sredine.
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e) Ce Zelimo izradunati §¢ povpre¢ni absolutni odklon od mediane, moramo najprej dologiti
mediano.

Zanjo velja P(Me)=0,5, zato je R=NP+0,5=20-0,5+0,5=10,5=>k=11.
Od tod sledi: Me=Yy,+(R;—Fo)(Yu— Y0 )=175+(10,5-10)(177-175)=176 cm.

Povpre¢ni absolutni odklon od aritmeti¢ne sredine in povprecni absolutni odklon od
mediane dobimo iz (6.05) in (6.06).

Racunanje si bomo olajsali tako, da bomo dopolnili tabelo podatkov z dvema stolpcema:
yi=M,| in |y, ~Me.

zap. §t. | visina Y, (cm) ‘yi —My‘ |yi _Me|
1 162 15,3 14,0
2 163 14,3 13,0
3 169 8,3 7,0
4 170 7,3 6,0
5 170 7,3 6.0
6 171 6,3 5,0
7 172 53 4,0
8 173 4,3 3,0
9 175 2,3 1,0
10 175 2,3 1,0
11 177 03 1,0
12 178 0,7 2,0
13 178 0,7 2,0
14 180 2,7 4,0
15 181 3,7 5,0
16 183 5,7 7,0
17 183 5,7 7,0
18 190 12,7 14,0
19 197 19,7 21,0
20 199 21,7 23,0
skupaj 3547 146,6 146,0

Od tod je

1 1
d,, N > Ivi—M| 20 6,6=7,33 cm

13 1
==Nly —Md=—"146.0=7
dye N i§:1|yI ¢ 20 6,0=7,30 cm

(X X 4
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Kadar so podatki dani s frekvenéno porazdelitvijo, sta povpreéni absolutni odklon od
aritmeti¢ne sredine in povpreéni absolutni odklon od mediane le oceni, ki ju izraGunamo po
formulah

d, Z%Z( £y —M)) (6.07)
dMe:%Z( f-ly, —Mé)) (6.08)

V (6.07) in (6.08) pomenijo:

r — Stevilo razredov
f. - frekvenca i-tega razreda, i=1,2,...,r

y; - vrednost sredine i-tega razreda, i=12,...,r.

6.1.7 Varianca (disperzija)

Varianca je naslednja mera variabilnosti podatkov. Ozna¢imo jo z znakom VAR ali &°.
Ker statisticno spremenljivko lahko ozna¢imo z razli¢énimi ¢rkami (npr. y, X,...), tudi znaku
za varianco obic¢ajno dodamo ustrezen indeks: ¢e je spremenljivka oznacena z znakom Y,

potem bo znak za varianco af, ¢e je spremenljivka oznacena z znakom X, potem bo znak

za varianco o in podobno.

Definicija variance je naslednja:

1 2
VARzajzW (i—M,) (6.09)

i=1

Iz tega zapisa vidimo, da je varianca aritmeticno povprecje kvadriranih odklonov razlik
vrednosti posameznih podatkov od aritmeti¢nega povprecja teh podatkov.

Z varianco merimo razprsenost podatkov, torej opazujemo, kako mocno se podatki

razlikujejo od aritmeticne sredine. Ker so nekatere razlike y,—M, lahko pozitivne,
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nekatere pa negativne, vzamemo v definiciji variance (6.09) kvadrate teh razlik, s ¢imer se
izognemo negativnim vrednostim.

Formulo (6.09) lahko zapiSemo tudi v druga¢ni obliki, ki je v veliko primerih uporabnejsa.
Izpeljimo jo!

Najprej kvadrirajmo dvoc¢lenik pod sumacijskim znakom
1J 2 1
o= M, =L S -aym,en)

i=1 i=1

Upostevamo lastnosti vsote

1 N N N 1 N 1 N 1 N
o =_(ny—22yiMwZM?j:—ny—ZMy-—Zyi M
N i=1 i=1 i=1 N i=1 N i=1 N i=1

Zaradi
M —1 , in , M2=M?+M? M?2=NM?
y‘ﬁ;yi I le y =My + My 4 My = y
= = N—krat
dobimo

2—:LNZZMM 1NM2—1N22M2M2—1N2M2
G_Nzyi_ y’ y+ﬁ' ' y_ﬁgyi_ yt y_ﬁgyi_ y

y £
i=1

Druga formula za ra¢unanje variance je torej

N
ol =%Z Y -M? (6.10)
i=1

6.1.8 Standardni odklon (standardna
deviacija)

Varianca ni prav posebej ugodna mera za razprSenost podatkov. Za podatke, ki so dale¢ od
povpretja, je razlika y,—M, velika, kvadrat (yi—l\/ly)2 pa Se vedji, Ce je ¥,—M, >1. Nata

nacin imajo ti podatki v vsoti (5.51) prevelik vpliv, s ¢imer je popaceno objektivno stanje v
analizi razprSenosti podatkov. Tudi sicer kvadrat razlike v fizikalnem smislu nima
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pomena. Ce podatke merimo npr. v kilogramih, bi imel kvadat razlike fizikalno enoto “kg
na kvadrat”, ki v realnosti seveda ne obstaja. TakSno anomalijo skusamo deloma popraviti
na ta nacin, da vpeljemo novo enoto variabilnosti, ki jo imenujemo standardni odklon ali
standardna deviacija, dobimo pa jo kot kvadratni koren variance.

Torej je

o =+.]c? (6.11)

6.1.9 Koeficient variabilnosti

RazprSenost oz. variabilnost podatkov, dobljenih s statisti¢no raziskavo, pa v€asih merimo
tudi z relativno mero (v procentih). V ta namen poznamo koeficient variabilnosti, ki je
dolocen z naslednjim izrazom:

KV%z%-lOO (6.12)

y

Primer:
Vzemimo ponovno primer, ki ga zZe poznamo, to je meritev viSin 20 Studentov (podatki so
dani v tabeli). IzraCunajmo varianco, standardni odklon in koeficient variabilnosti.

Tabelo podatkov dopolnimo s stolpci |y, —M,[, (y,—M )2 ter y2. V zadnji vrstici (z

y
oznako »skupaj«) zapi§imo Se njihove vsote.

zap. $t. visina Y, ‘Yi —My‘ (yi _My)2 2
(cm)
1 162 15,3 234,09 26244
2 163 14,3 204,49 26569
3 169 8,3 68,89 28561
4 170 7,3 53,29 28900
5 170 7,3 53,29 28900
6 171 6,3 39,69 29241
7 172 53 28,09 29584
8 173 4,3 18,49 29929
9 175 2,3 5,29 30625
10 175 2,3 5,29 30625
11 177 0,3 0,09 31329
12 178 0,7 0,49 31684
13 178 0,7 0,49 31684
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14 180 2,7 7,29 32400
15 181 3,7 13,69 32761
16 183 5,7 32,49 33489
17 183 5,7 32,49 33489
18 190 12,7 161,29 36100
19 197 19,7 388,09 38809
20 199 21,7 470,89 39601
skupaj 3547 146,6 1818,20 630524

Varianco izra¢unajmo po obeh formulah.

1

! y

1
N
1
N

Standardni odklon

N
Vi~ |\/|2=—O 630524-177,3* =

N
;( ) :5 1818,20=90,91

o, =+Jo? =\[30,91=9,53 cm

Koeficient variabilnosti pa je

9,53

KV%— Y-100=----100=5,38%
M 177,3

y k)
¢

=90,91

Kadar so podatki dani s frekven¢no porazdelitvijo, variance ne moremo izraCunati
natanko, lahko jo le ocenimo po formuli

0'5 :%Zr: fi(yi -

i=1

oziroma

1 r
O';%:_Z fy’ -
N =

2
My

V obeh zgornjih formulah je
f, - frekvenca i-tega razreda, i =12,...,r

y, - sredina i-tega razreda, i =1,2,...,r
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Varianca, ki jo raunamo iz frekven¢ne porazdelitve, je le ocena. Izkaze se, da je nekoliko

prevelika v primerjavi z natan¢nim izratunom, ko so podatki dani v ranzirni vrsti. Napaka

je tem vecja, ¢im $irsa je Sirina razreda.

V primerih, ko so razredi enako Siroki, lahko to napako v veliki meri popravimo s
:2

Shepardovim popravkom ::—2, ki ga odstejemo od izraCunane ocene (6.13) oziroma

(6.14). Pritem je i Sirina razreda. Tako korigirana varianca je dolocena s formulo

ol =0l —— (6.15)

Primer:
Na zdravniskem pregledu so stehtali 250 Studentov. Podatki o masi Studentov so grupirani
v 6 razredov in zapisani v spodnji tabeli. Izracunajmo varianco!

razred Masa (kg) | Frekvenca f;
1 40,0-50,0 11
2 50,1-60,0 51
3 60,1-70,0 86
4 70,1-80,0 64
5 80,1-90,0 33
6 91,1-100,0 5
Skupaj | - 250

Resitev:

Uporabili bomo obe formuli, (5.55) in (5.56). V ta namen bomo tabelo dopolnili z
nekaterimi novimi stolpci. Najprej zapiSimo stolpec, v katerega bomo vnasali sredino
razredov. Sredina drugega in naslednjih stolpcev je zaokroZena na eno decimalko. Drugi
razred npr. ima Sirino 9,9 kg, zato je sredina 54,95 kg, kar smo zaokrozili na 55,0 kg.
Podobno je to narejeno tudi drugod.

razred Masa (kg) | Sredina Frekvenca
razreda y, (kg) | f,
1 40,0-50,0 42,5 11
2 50,1-60,0 55,0 51
3 60,1-70,0 65,0 86
4 70,1-80,0 75,0 64
5 80,1-90,0 85,0 33
6 91,1-100,0 95,0 5
Skupaj - - 250
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Potrebujemo aritmeti¢no sredino, ki jo bomo dobili po formuli (5.36), to je

1

,
M, =y= —Z f.y. , zato tabelo razSirimo Se z enim stolpcem, v katerega bomo zapisali

N =
produkte f,y;.

razred Masa (kg) | v, f. f.y.
1 40,0-50,0 42,5 11 495
2 50,1-60,0 55,0 51 2805
3 60,1-70,0 65,0 86 5590
4 70,1-80,0 75,0 64 4800
5 80,1-90,0 85,0 33 2850
6 91,1-100,0 95,0 5 475
Skupaj - - 250 16970
Z uporabo formule (5.09) izraGunamo aritmeti¢no sredino
M, = 7—li fy. —i-16970—67 88 kg
Y N< 250 '

Ker Zelimo varianco izracunati po obeh formulah:

ol =%§fi(yi—My)2 in

o, =iZfiy5—M5
N =

PRIV . . . 2 -
bomo tabelo dopolnili Se z dodatnimi stolpci: (yi -M y), (yi -M y) ,f (yi B My)z, y’ in
iy

2

Masa (kg) Yi f, fiy; (Yi _My) (Y. _My) fi(yi_My)2 y|2 fiyi2
40,0-50,0 45,0 11 495 -22,9 524,41 5768,51 | 2025 22275
50,1-60,0 55,0 51 2805 -12,9 166,41 8486,91 | 3025 154275
60,1-70,0 65,0 86 5590 -2,9 8,41 723,26 | 4225 363350
70,1-80,0 75,0 64 4800 7,1 50,41 3226,24 | 5625 360000
80,1-90,0 85,0 33 2850 17,1 292,41 9649,53 | 7225 238425
91,1-100,0 | 95,0 5 475 27,1 734,41 3672,05 | 9025 45125
- - 250 16970 - 1851,73 31526,50 - | 1183450

Od tod dobimo:

o’ Z%Z: f(y,—M,) =2—;0-31526,50=126,1
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2 1 \ 2 2 1 2
o, =—> fiy’ =M} =—-.1183450—67,88° =126,1
N M g

Kot je bilo ze receno, je dobljeni rezultat le ocena, ki jo moramo korigirati s Shepardovim
:2

| ... .
popravkom o Kjer je i Sirina razreda frekvenéne porazdelitve.

V nasem primeru bomo vzeli za Sirino razreda 10 kg, torej je na eno decimalko zaokrozen
Shepardov popravek

=2 2
P10
12 12

Varianca s Shepardovim popravkom je torej

12

0% =02~ =126,1-8,3=117,8
12

¢

Racunanje variance po zgornjih formulah je dolgotrajno, numeri¢nega racunanja je veliko,
zato seveda obstoji veliko moznosti za numeri¢no napako. Da se vsemu temu izognemo, je
bila razvita metoda pomoznega znaka u, po kateri dobimo varianco v razrede grupiranih
podatkov mnogo enostavneje?.

Metoda pomoZnega znaka u poteka v korakih takole:
1. lzberemo razred pribliZzno v sredini frekvencne porazdelitve in mu dodelimo

izhodis¢no vrednost u=0. Od tega razreda navzgor in navzdol dodeljujemo
razredom vrednosti +1,+2,... Natancneje: za manjse vrednosti grupiranih podatkov

so vrednosti pomoznega znaka u negativne, za vecje vrednosti grupiranih podatkov
pa so vrednosti pomoznega znaka u pozitivne.

2. lzracunamo produkte fu,, 1=12,...r.
3. lzraéunamo produkte fu?, i=12,...r.

4. Sestejemo vrednosti f,, fu fiuf, i=12,...r.

5. lzracunamo parameter

2 Seveda je pri delu z radunalnikom tak$na dilema odveg.
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; (Zr: fiui)
K, =Z AT LA (6.16)

N

6. lzracunamo varianco po formuli

2
, IW K, (i — Sirina razreda) (6.17)

i2
|

7. Upostevamo Shepardov popravek O'§p = 05 BTE

Primer:
Vzemimo kar prejs$nji primer, to je masa 250 Studentov.

Podatki so dani v tabeli.

razred Masa (kg) | Frekvenca f;

1 40,0-50,0 11
2 50,1-60,0 51
3 60,1-70,0 86
4 70,1-80,0 64
5 80,1-90,0 33
6 91,1-100,0 5
Skupaj - 250

V skladu s koraki opisanega algoritma metode pomoznega znaka u bomo tabeli dodali
nekaj novih stolpcev in jo zapisali takole:

razred Masa (kg) | Frekvenca f; u

1 40,0-50,0 11 -2 -22 44

2 50,1-60,0 51 -1 -51 51

3 60,1-70,0 86 0 0 0

4 70,1-80,0 64 1 64 64

5 80,1-90,0 33 2 66 132

6 91,1-100,0 5 3 15 45
Skupaj | - 250 | - 72 336
Sestevki f., fu, fiuiz, i=12,..,r, ki jih potrebujemo, so izraCunani v zadnji vrstici

(skupay).
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r 2
r (Z fiuij 722
K=Y fur— T _336-2 _31526
= N 250

Sedaj po formuli (6.17) izraunamo oceno variance

, i© 10
o?=—K,==—31526=126,1
N " 250

Se Shepardov popravek:

+2
0, =0}~ =1261-83=1178

Dobljeni rezultat se ujema z rezultatom, ki smo ga za iste podatke dobili v prejsnjem
primeru.
XX

5.6.2 Mere asimetrije

Mere asimetrije ugotavljamo le pri frekvencnih porazdelitvah.
Od prej ze vemo, da so frekvencne porazdelitve

- simetriCne,
- asimetri¢ne v desno,
- asimetri¢ne v levo.

Pri simetri¢ni unimodalni porazdelitvi so srednje vrednosti aritmeti¢na sredina, modus in
mediana med seboj enake: M, =Mo=Me.

My=M0=Me
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Kadar je porazdelitev asimetri¢na v desno, velja: Mo<Me<M,

Mo Me My

Ko je porazdelitev asimetri¢na v levo, pa je Mo>Me>M, .

My Me Mo

Mediana je pri asimetri¢ni(unimodalni) porazdelitvi vedno med modusom in aritmeti¢no
sredino.

Stopnjo asimetrije merimo s koeficientom asimetrije KA na dva nacina

a) na osnovi modusa, tedaj ga izraunamo takole

M. —Mo
KA, =y (6.18)

o

b) na osnovi mediane, tedaj pa ga izraCcunamo po formuli

3(My —Me)
KA == (6.19)

Ko je vrednost koeficientov negativna, je porazdelitev asimetri¢na v levo. Ko je vrednost
koeficientov pozitivna, je porazdelitev asimetri¢na v desno. Ko je vrednost koeficientov
enaka nic, je porazdelitev simetricna.
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Porazdelitev je torej
- simetri¢na, ko je KA, =KA, =0
- asimetri¢na v levo, ko je KA, <0, KA, <0
- asimetrina v desno, ko je KA, >0, KA, >0

Primer:
Vzemimo ponovno 20 Studentov in njihove velikosti.

zap. §t. | viSina y, (cm)
1 162
2 163
3 169
4 170
5 170
6 171
7 172
8 173
9 175
10 175
11 177
12 178
13 178
14 180
15 181
16 183
17 183
18 190
19 197
20 199
skupaj 3547

Povpre¢no velikost ze poznamo: M, =177,3 cm.

Izracunajmo Se mediano. Zanjo velja
P(Me):O,S
R=NP+0,5=20.0,5+0,5=10,5
razred: 10<10,5<11=k=11

in od tod dobimo

Me=y,,+(R—F )(Yi— Y10 )=175+(10,5-10)(177-175)=176 cm
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Ce hogemo izraGunati modus, moramo podatke grupirati v razrede. V danem primeru lahko
naredimo npr. 8 razredov s $irino po 5 cm, kot je prikazano v spodnji tabeli.

razred f. F
160-165 2 2
166-170 3 5
171-175 5 10
176-180 4 14
181-185 3 17
186-190 1 18
191-195 0 18
196-200 2 20

Skupaj 20 -

Modusni razred je 3. razred ( f,=5) =k=3

=ty i, =171+25;3-5=174,3 cm

Mo=y, . +
ykymm 2 fk - fk—l_ fk+l

Torej je

M, =177,3
Me=176,0}=Mo<Me<M,
Mo=174,3

Kot je bilo zZe receno, je mediana vedno med aritmeticno sredino in modusom.

IzraGunajmo Se oba koeficienta asimetrija.
Iz enega od prejsnjih primerov vemo, da je za ta primer standardni odklon

o, =+ﬂ/a§ =,/90,91=9,53 cm.
Na ta nacin dobimo

a) koeficient asimetrije na osnovi modusa

~M,—Mo 177,3-174,3

=0,315
o 9,53

KA,

b) koeficient asimetrije na osnovi mediane

<A _3(My—Me)_3(177,3—176)_0 409
“ o 953

Oba koeficienta sta pozitivna, zato je porazdelitev asimetri¢na v desno.
L X X J
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6.3 Mere sploscenosti

Frekvencne porazdelitve imajo lahko enako srednjo vrednost, enako mero variabilnosti in
enako tudi stopnjo asimetrije, pa kljub temu mordaa niso enake. Medsebojno se lahko

razlikujejo po sploscenosti.

Med teoreti¢nimi porazdelitvami je najpogostejSa normalna (Gaussova) porazdelitev
¢(x). Zanjo velja, da je v razmiku (M—o,M+0)priblizno 68,3% vseh vrednosti, v

intervalu (M —20, M +20) priblizno 95,5% vseh vrednosti in v intervalu (M —30, M +30)
priblizno 99,7% vseh vrednosti (slika).

M—-20 M—-o M M+o M+20
) 68,3% 1
................................................................................................................................ >
95,5%

Za normalno porazdelitev velja M, =Me=Mo in Ky, =Ky, =0.

Vpeljemo koeficient splos¢enosti KS tako, da je pri normalni porazdelitvi enak 1, KS=1.

Koeficient splo$¢enosti za katerokoli drugo porazdelitev primerjamo s tole po formuli

23 gl 2
KS 1,9 ] ) ( )
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Kadar je
KS>1 , je porazdelitev sploscena,
KS<1, je porazdelitev konicasta.

Primer:
Spet vzemimo 20 Studentov, porazdeljenih v razrede po viSini. Izracunajmo koeficient
splos¢enosti!

Resitev:
Vemo ze, da je za ta primer aritmeti¢na sredina M, =177,3 cm in standardni odklon
0=9,53 cm. Poznamo tudi ze tretji kvartil: Q,=182 cm.

Izracunajmo $e Q,,D, in D,.

Prvi kvartil Q:  P(Q)=0,25 R=NP+0,5=20-0,25+0,5=55=>k=6
Q =170+(55-5)-1=170,5 cm

Prvidecil D;;  P(D)=01 R=NP+0,5=20-010+05=25=k=3
D,=163+(2,5-2)-6=166 cm

Deveti decil D,: P(D,)=09 R=NP+0,5=20-0,90+0,5=18,5=>k=19
D, =190+(18,5-18)-2=191 cm

Iz (5.62) dobimo iskani koeficient splo§¢enosti

KS=19- Q-9 =1,9-182_170’5=O,874<1
D,-D, 191-166

Kerje KS<1, je porazdelitev konicasta.
XX

/7 MERE KONCENTRACIJE

Posamezne enote populacije statisticne spremenljivke y dosegajo razlicne vrednosti
Y, Y,,--- Yy - Zanima nas, kako je vsota vseh teh vrednosti porazdeljena po posameznih

enotah. MoZne so razlicne moznosti, ta vsota je lahko porazdeljena enakomerno po vseh
enotah, lahko pa je porazdeljena neenakomerno ali le po manjsem $tevilu enot populacije.

Zelimo proudevali tak§ne moZnosti, zato najprej uvedimo pojem agregat, kar pomeni vsoto
vseh stvari, ki skupno tvorijo celotno koli¢ino nekega pojava.
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Primer:

Agregat je lahko skupno kmetijsko zemljisce v ha v Sloveniji.
Agregat je lahko skupna kolic¢ina denarja, ki je v obtoku v Sloveniji.
Agregat je lahko celotna koli¢ina gozdov na Dolenjskem.

Agregat je lahko skupno Stevilo zaposlenih v Novem mestu ipd.
*

Vsak agregat ima enega ali ve¢ nosilcev (lastnikov), skupna koli¢ina agregata je obicajno
med nosilce porazdeljena razlicno — nekateri lastniki imajo veéji delez, nekateri manjsi
delez agregata.

Taksno razli¢no porazdelitev agregata opisujemo s pojmom koncentracija.

Ce je pojav enakomerno porazdeljen med nosilce, potem pravimo, da koncentracije ni.
Kadar pa je pojav neenakomerno porazdeljen po enotah populacije tako, da ima le nekaj
enot razmeroma velik del celotnega agregata, govorimo o ve¢ji ali manjsi koncentraciji
pojava.

Na ta naéin je pojem koncentracije v tesni zvezi s pojmom variacija pojava. Ce pojav ne
varira, koncentracije ni, ¢e pa varira, koncentracija je. Bolj kot se pojav spreminja, vecja je
koncentracija.

Koncentracija pojava torej pomeni razdelitev celotne (skupne) vrednosti spremenljivke po
statisticnih enotah.

Koncentracijo ugotavljamo z Lorenzovo?® krivuljo in z Ginijevim* koeficientom.

Oba kazalnika lahko dobimo le iz frekvencne porazdelitve. Poleg frekvence f, morajo biti
podani $e podatki o delezu agregata, ki odpade na posamezni razred Y, . Poznati pa moramo

seveda Se podatke o delih agregata (ali vsaj njihove ocene), ki pripadajo posamezni
realizaciji pojava.

Oglejmo si najprej Lorenzovo krivuljo (ali tudi Lorenzov grafikon).

Lorenzov grafikon nariSemo tako, da v kvadrat s stranicama za kumulative relativnih
frekvenc F% na abscisi in kumulative relativnih vsot ®% na ordinati vnesemo toc¢ke s

koordinatami (%, ®,%).
Zveznica vseh taksnih tock za k =1,2,...,r je lomljena ¢rta, ki v loku povezuje tocko (0,0)

s tocko (100,100).
Kadar na vsako enoto odpade enak del vsote pojava (agregata), koncentracije ni in krivulja
je daljica, ki povezuje tocki (0, 0) in (100, 100), torej diagonala kvadrata na sliki.

Cim vegja je koncentracija, tem bolj je dejanska krivulja odmaknjena od tak$ne diagonale.

3 Max Otto Lorenz (1880 - 1962), ameriski ekonomist, je krivuljo, ki se po njem imenuje
Lorenzova krivulja, prvikrat predstavil leta 1905.
4 Corrado Gini (1884 — 1965), italijanski statistik, demograf in sociolog.

69



POSLOVNA STATISTIKA

Zaradi definicije koncentracije je ta krivulja vedno konveksna, torej napeta desno od
diagonale kvadrata.
Lorenzov grafikon je skiciran na spodnji sliki.

4
D%

T(100, 100)
100 ]

F%

Primer:

Vzemimo vse zaposlene v gospodarskih podjetjih v neki ob¢ini. Podjetja imajo lahko
razli¢no Stevilo zaposlenih. Grupirajmo podjetja glede na Stevilo zaposlenih. Podatki so
dani v spodnji tabeli. NariSimo Lorenzovo krivuljo.

Razred (podjetja po Stevilo podjetij Skupno stevilo
Stevilu zaposlenih) f. zaposlenih ¢
do 10 30 150
11-50 20 600
51-100 20 1300
101-150 15 1700
151-200 10 1750
201-250 10 2300
251-300 10 2700
301-350 5 1700
nad 350 5 2500
skupaj 125 14700

Resitev:
Imamo torej dva kriterija: Stevilo zaposlenih in Stevilo podjetij, kjer so ti zaposleni.
Proucujemo porazdelitev zaposlenih v podjetjih razli¢nih velikosti, ugotavljamo torej
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kolikSen delez zaposlenih v podjetjth posamezne velikosti. Agregat je v tem primeru
skupno stevilo zaposlenih (14.700).
Tabelo s podatki razSirimo z dodatnimi stolpci, kjer za frekvenco f; S$tevila podjetij

izraunamo relativno frekvenco f,% in kumulativno frekvenco F%, za frekvenco skupno
zaposlenih ¢, pa relativno frekvenco ¢ % in kumulativno frekvenco ®,%.

Razred (St. Stevilo podjetij Skupno Stevilo zaposlenih
zaposl.) f f.% F% . » % @, %
do 10 30 24,0 24 150 1,02 1,02
11-50 20 16,0 40 600 4,08 5,10
51-100 20 16,0 56 1300 8,84 13,94
101-150 15 12,0 68 1700 11,56 25,50
151-200 10 8,0 76 1750 11,91 37,41
201-250 10 8,0 84 2300 15,65 53,06
251-300 10 8,0 92 2700 18,37 71,43
301-350 5 4,0 96 1700 11,56 82,99
nad 350 5 4,0 100 2500 17,01 100,00
skupaj 125 100,0 - 14700 100,00 -

Podatki v stolpcu za F% so abscise, podatki v stolpcu za ®,%

doloc¢ajo Lorenzovo krivuljo.

CD% A

(St. zapodlenih)

100

90 -

80 -

70 7

60 T

50 -

40 T

30 T

20 -

60 '

70"

80

90

100

F%

pa so ordinate tock, ki

(St. podjetij)
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Komentar:
Iz grafa razberemo, da vsekakor prihaja do koncentracije zaposlenih po podjetjih. Najvec
zaposlenih je v srednje velikih podjetjih, saj ima 50% manjsih podjetij le dobrih 10%

zaposlenih.

Med drugim lahko vidimo tudi, da ima 10% najvec¢jih podjetij ve¢ kot 30% zaposlenih.
IR X

Opomba:

Ce ne poznamo porazdelitve agregata, jo ocenimo po formuli

o=ty i=12,..r (7.01)

V (7.01) so y, sredine razredov.

Ce so podatki dani v ranzirni vrsti, dobimo Lorenzovo krivuljo koncentracije tako, da
upostevamo f =1, Y,=y,, i=12,..,N.

Poglejmo sedaj $e Ginijev koeficient koncentracije. To je mera koncentracije, ki jo
dobimo iz Lorenzove krivulje. Kadar koncentracije ni, ima koeficient vrednost ni¢, kadar je
vrednost statisticne spremenljivke skoncentrirana le v eni tocki, pa je vrednost koeficienta
ena. Koncentracija je tem vecja, ¢im bolj je Lorenzova krivulja odmaknjena od diagonale,
kar pomeni, da je ploS¢ina lika med krivuljo in diagonalo &im vegja. Ce ozna¢imo z
znakom S to plos¢ino, je Ginijev koeficient dolo¢en takole:

G, =25

Vzemimo sedaj kumulative relativnih frekvenc na abscisi in kumulative relativnih vsot na
ordinati v relativnem delezu (_torej brez mnozenja s 100) in ju ozna¢imo z znakoma F, in

®,,zatoje 0<F<1in0<®,<lzavsei=L2,...,r.

Izracunajmo Ginijev koeficient G, =2S, pri ¢emer si pomagamo s sliko. 1z slike vidimo,
da z vzporednicami z abscisno osjo (ki jih nariSemo v viSini ordinat, to je podatkov za ®,)

lik med ordinatno osjo in Lorenzovo krivuljo razdelimo na n likov, ki imajo priblizno

obliko trapezov. Naj bo plos¢ina posameznega tak$nega trapeza S,,1=1,2,...,r in skupna
r

iskana plos¢ina S je potem enaka seStevku plos¢in vseh taksnih trapezov ZSi , 0d katere
i=1

odstejemo ploscino zgornje polovice kvadrata, to je 0,5.

Velja torej
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Lo 1
s_;si -

Ginijev koeficient je potem

r

G, =2S =2(isi —%):22& -1
i=1

i=1

L
0
\\
.
R
.
\\
.
J
5
o
N
5
o
X
X
5
s
5
R
\s
\\
\\

oA

¢

<

v

Iz slike vidimo, da so plos¢ine trapezov

S,=sred;-v,,i=12,...,r

Rt F

Ker je srednjica i-tega trapeza (kar razberemo iz slike) sred.= , hjegova viSina pa

Vv, = O, —®,_,, so plos¢ine takSne

S~ — I:i—l_'_Fi

(D, -®,,),i=12,..r

Vstavimo ta izraz v zapis G, = ZZSi —1 in dobimo Ginijev koeficient v obliki:
i=1
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G, =Y [(F . +F)(®~®,,)]-1 (7.02

Kadar ne poznamo porazdelitve agregata in jo moramo oceniti po formuli (7.01), torej
o ~fy, 1=12,..,r, Kjerje y, je sredina i-tega razreda, lahko zaradi zveze

i—1
PANY PANY

D, = jzrl in D, ,= j=r1
le fy, Zl) Y,

zgornji zapis zapiSemo takole:
i—1

iijj_zijj]

_F.+F .(i—l 1

- +F

Si= Shi I'(q)i_q)i—l)_ 2 r
PR

=]

' 2

Ker je izraz v oklepaju v Stevcu druigega ulomka
i i—1

Zl fj yJ' _Zl: fj yJ' :( f1y1+ szz teet fi—lyi—l+ fi Yi)_( f1Y1+ fzyz teet fi—lyi—l): fi Yi
j= j=

je potem

s =Tt W sk =12,

2 izzl:fiyi

in Ginijev koeficient

=252 315 3 |- SRR 2
i=1 2 i=1 f y
= i7i
Torej velja formula
r fi ]

G =Y (F +F)—"—-1 (7.03)

= Zl fy,

Zaizraz (7.02) oziroma (7.03) velja ocena
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=

0<G,<
r

(7.04)

To pomeni, da je G, =0 pri enakomerno razporejenih vrednostih statistiéne spremenljivke

. r-1 . . . .
in G, =——, ko je celotna vrednost skoncentrirana samo Vv eni enoti.
r

Kadar so vrednosti statisticnega znaka razporejene enakomerno, koncentracije ni in Ginijev
koeficient je 0, ko pa je celotna vrednost skoncentrirana samo v eni enoti, je primerno
vzeti, da je Ginijev koeficient 1.

norm

Da zadostimo $e temu pogoju, uvedemo normirani Ginijev koeficient ( )q . Zanj velja

0< (norm)Gk <1

Dobimo ga tako, da Ginijev koeficient (7.02) delimo z r_—l
r

(norm)Gk _ :3_k1
T

;
G
r-1 "

Iz enacbe (7.02) potem sledi

(norm)Gk _ Ll[i[( F,+F )(CI)I -0, , ):I —1:| (7.05)

in iz (7.03)
(norm>Gk=L1 (|:H+|:i).,fi—yi—1 (7.06)
r—1| =
fv
Zl Y,
Primer:

Izracunajmo Ginijev koeficient za podatke prejSnjega primera (podjetja in zaposleni).
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Resitev:
Za izracun Ginijevega koeficienta bomo uporabili formuli (7.02) in (7.05).
Najprej preuredimo tabelo tako, da bomo kumulativne frekvence F, in ®, zapisali v

relativnem delezu, nato pa vpeljali tri nove stolpce: za F+F, in ®,—-®,, ter za
produkt (F—F_)(®,-®,,), i=12,...,9.

Da ne bo nesporazumov, oznac¢imo v tabeli z znakoma f, in ¢, frekvence razredov za
Stevilo podjetij in za Stevilo zaposlenih, z znaki f, , ¢;, F in ®, parelativne frekvence in

kumulativne frekvence razredov, pri ¢emer so v tem primeru podatki zapisani v devetih
vrsticah, torej k=1,2,...,9 ini=12,...,9.

Razred | Stevilo podjetij Skupno stevilo zaposlenih

gbosl.) folf |F |F+Fs | | o @, D -@, | (F+F,)(0-D,)
do 10 30 |0,24 |0,24 | 0,24 150 0,0102 | 0,0102 | 0,0102 0,002448
11-50 20 | 0,16 | 0,40 | 0,64 600 0,0408 | 0,0510 | 0,0408 0,026112
51-100 | 20 | 0,16 | 0,56 | 0,96 1300 | 0,0884 | 0,1394 | 0,0884 0,084864
101-150 | 15 | 0,12 | 0,68 | 1,24 1700 | 0,1160 | 0,2550 | 0,1160 0,143344
151-200 | 10 | 0,08 | 0,76 | 1,44 1750 | 0,1191 | 0,3741 | 0,1191 0,171504
201-250 | 10 | 0,08 | 0,84 | 1,60 2300 | 0,1565 | 0,5306 | 0,1565 0,250400
251-300 | 10 | 0,08 | 0,92 | 1,76 2700 | 0,1837 | 0,7143 | 0,1837 0,323312
301-350 | 5 0,04 | 0,96 | 1,88 1700 | 0,1156 | 0,8299 | 0,1156 0,217328
nad 350 | 5 0,04 | 1,00 | 1,96 2500 | 0,1701 | 1,0000 | 0,1701 0,333396
skupaj | 125 | 1,00 | - - 14700 | 1,0000 | - - 1,552708

Ginijev koeficient je (7.02)
9
G, =2 [(Fy+F)(® —-®,,)]-1=1,552708—1=0,552708
i=1
To je priblizek plos¢ine med Lorenzovo krivuljo in diagonalo kvadrata v tem diagramu.

Normirani Ginijev koeficient pa je (7.05)

(rom, ni_l [i[(ﬁ_l FF) (@, -,,)] —1} - ni_l G, :g-o, 552708 = 0,6218.
i=1

¢
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8. CASOVNE VRSTE

Casovne vrste prikazujejo zaporedne vrednosti spremenljivk v enakih pretecenih ¢asovnih
obdobjih (npr. vsako uro, vsak dan, vsako leto, ...). Vrednosti statisti¢ne spremenljivke se
s Casom spreminjajo, gre za dinamicni process. Dinamiko tega spreminjanja prikazujemo
in opisujemo z raznimi kazalniki. Nekatere Zze poznamo, nekatere bomo spoznali v
nadaljevanju.

Najprej se spomnimo ze znanih dinami¢nih pokazateljev.

Oznac¢imo ¢asovno vrsto
Yi:Ya YooYy
Znani dinami¢ni kazalniki so nasledniji:

a) indeksi s stalno osnovo

1,=0100  i=12,..N
Y,

b) verizni indeksi

=100  i=23...N
Yia

c) koeficient dinamike

K=21 i=23...N
Vi

d) absolutna razlika (kaze spremembo pojava) od ¢lena do ¢lena v absolutni meri
D=y-vy, ,i=23...,N

e) stopnja rasti (ali tudi tempo rasti)
S,=1,-100 ,i=2,3,...,N

Med zgoraj zapisanimi kazalniki dinamike veljajo nekatere enostavne povezave, ki jih
izpeljemo brez posebnih tezav:
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S=1, —100=i-100—100=[i— ]-100:(Ki ~1)100 ,i=23,...,N , torej
Yia Yia
S, =(K,—1)-100 ,i=23,...,N

ali pa tudi

S =|i—100:i-mo-looz[i—lj-loo:u-looz3-100 i=2,3...N
Yia Yia Yia Yia

torej S, :3-100 1=23,...,N
Yia

Prikazimo kazalnike v tabeli:

Pojav
azalnik raste _ zastane pada
(je konstanten)

Clen vrste Y, Yia> Y, Y=Y, Vg <V,
Indeks s stalno osnovo |, >, L=, Ly <liy
Absolutna razlika D, D, >0 D=0 D. <0
Stopnja (tempo) rasti S, S,>0 S,=0 S, <0
Koeficient dinamike K, K. >0 K,=0 K, <0
Verizni indeks |, 1,>100 1,=100 I, <100

Za poglobljeno analizo €asovnih vrst pa nasteti kazalniki niso dovolj, saj so vrednosti
Casovnih vrst in predvsem njihove spremembe odvisne od Stevilnih dejavnikov, Ki jih v teh
kazalnikih nismo zajeli/upostevali.

Ce Zzelimo pojave v &asovnem dogajanju zadovoljivo predvidevati tudi “v naprej”,
moramo ¢asovno vrsto temeljito analizirati, zato jo je potrebno najprej razstaviti na njene

najpomembnejSe komponente.

Dejavnike, ki vplivajo na elemente Casovne vrste, delimo na naslednje:
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e trend,

e ciklicni vplivi,

e periodicni vplivi,

o enkratni slucajni vplivi.

V posameznih Casovnih vrstah ne prihaja vedno hkrati do vseh nastetih komponent,
marsikdaj na primer ni zaslediti cikli¢nih ali periodi¢nih vplivov.

Ker govorimo o ¢asovnih vrstah, kjer ugotavljamo vrednosti pojava v odvisnosti od Casa,
je, ko govorimo o funkcijski povezavi, cas vedno neodvisna spremenljivka, vrednost
pojava pa vedno odvisna spremenljivka. Tudi sicer velja: povsod, kjer proucujemo
dogajanje v odvisnosti od casa (npr. v fiziki: hitrost, pospesek,...), je cas vedno neodvsina
spremenljivkal

Osnovna komponenta ¢asovne vrste je trend.

To je pojem, Ki prikazuje osnovno smer razvoja vrednosti statisticnih spremenljivk casovne
vrste v daljSem casovnem obdobju.

Le redki pojavi nimajo trenda.

Ugotavljanje trenda pomeni ugotavljanje funkcijske zveze y(t), ¢e smo z Yy oznacili
statisti¢no spremenljivko (pojav) in s t neodvisno spremenljivko (¢as).

Definicijsko obmocje te funkcije je mnozica vrednosti neodvisne spremenljivke t, zaloga
vrednosti pa je mnozica vrednosti spremenljivke y. Med njima obstaja funkcijska povezava
y:y(t). Casovna enota je od primera do primera razliéna, npr. dan, mesec, Cetrtletje in

podobno. Ker imamo v sploSnem N meritev preiskovanega pojava, je definicijsko obmocje
kar zaporedje D:{ZLZ,. v N} , neodvisna spremenljivka (Cas) pa zavzame vrednosti

t=1t=2,...,t=N. Torej je y:y(t) diskretna funkcija neodvisne spremenljivke t, to je:
y,=f(t=1),y,=f(t=2),...,y, =f(t=N).

Cikli¢na sestavina Casovne vrste se kaze v enakem vzorcu obnasanja/spreminjanja pojava
v dajSih ¢asovnih intervalih, naceloma enako dolgih, vendar to ni nujno oz. zahtevano v
proucevanju tega pojava.

Primer:
Cikli¢no nihanje gospodarske rasti po vzorcu konjuktura-recesija.
*

Periodic¢ni vplivi se kazejo v enakem vzorcu spreminjanja pojava v krajSih, vendar enako
dolgih Casovnih intervalih.

Primer:

ZmanjSanje proizvodnje v poletnih mesecih (dopusti), manjs$i nakupi zimske garderobe v
poletnih mesecih, ve¢ja poraba kurilnega olja pozimi, znizanje cen zelenjave v poletnih
mesecih, zviSanje cen zelenjave pozimi in podobno.

*
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Enkratni vplivi so ve¢inoma slucajne narave in jih ne moremo predvideti.

Primer: zmanjs$anje proizvodnje zaradi pozara, zviSanje cen zita zaradi suse, zviSanje cen
nafte zaradi teroristi¢nih napadov in podobno.
*

8.1 Trend in doloCanje trenda

Trend je pomembna sestavina ¢asovne vrste in prikazuje osnovno smer razvoja vrednosti
statisti¢nih spremenljivk ¢asovne vrste v daljSem ¢asovnem obdobju
Trend torej dolgoro¢no opisuje funkcijsko odvisnost vrednosti pojava od Casa, kar opisemo

v obliki Y="(t), ¢ z znakom Y ozna&imo trend kot ¢asovno funkcijo. Vrednosti za Y v

konkretnih ¢asovnih trenutkih odrazajo oceno gibanja pojava.

Casovne vrste obicajno prikazujemo z ranzirnimi vrstami in grafi¢no z linijskimi grafikoni.

Primer:
Vzemimo za primer spet izposojo knjig v neki knjiznici v posameznih letih (tabela).

Leto 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

St. izpos. knjig 5500 6300 6250 5700 6160 6000 6730

Graf:
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Funkcijo trenda Y = f (t) lahko dolo¢imo grafi¢no ali analiti¢no.

8.1.1 Grafi¢no doloc¢anje trenda

Poglejmo si to moznost kar na primeru, ki smo ga spoznali zgoraj. V obstoje¢i diagram
lahko z roko skiciramo krivuljo, ki se najbolj prilega danim podatkom. Naredimo to v
konkretnem diagramu in dobimo spodnjo sliko. Funkcija trenda je premica, narisana z
rdeco barvo.

8000
7000

6000 "‘4""""""""'“\"y'}""‘k"""y""‘ﬁ'

5000
4000
3000
2000
1000

0 I I I I I I
2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

Krivulja, ki grafi¢no ponazarja funkcijo trenda, je lahko razli¢nih oblik, najenostavnejsa je
seveda premica, kar smo uporabili tudi v tem primeru.
L X X

8.1.2 Analiti¢no dolo¢anje trenda, metoda najmanjSih
kvadratov

Funkcija trenda v matemati¢ni obliki je razli¢na, odvisna je od posameznega pojava, ki ga
proucujemo.
Obicajno za funkcijo trenda uporabljamo enostavne funkcijske zveze, kot so zlasti:

- linearna funkcija Y =a-+bt
- kvadratna funkcija Y =a+bt+ct?
- eksponentna funkcija Y =ab'

81



POSLOVNA STATISTIKA

V vseh zgornjih zapisih je t ¢as kot neodvisna spremenljivka in Y (vrednost pojava) kot
odvisna spremenljivka, a, b, ¢, ... pa so koeficienti (realna $tevila), ki jih moramo Se
dolo¢iti. Koeficiente izraGunamo iz sistema normalnih enacb, ki jih bomo dobili po metodi
najmanjsih kvadratov.

Poglejmo, kaj pomeni »metoda najmanjsih kvadratov«.

Casovna vrsta ima N ¢&lenov, ozna¢imo jih V,,Y,, V... Y, . Funkcijske vrednosti trenda Y
naj se za vsak Cas t ¢im bolj prilegajo dejanskim vrednostim ¢asovne vrste ob istem casu.
Oznac¢imo razlike med dejanskimi podatki in izrac¢unanimi vrednostmi (yi =Y (t)) Te

. : . o D . 2
razlike kvadriramo, da se izognemo negativnim vrednostim, izracunamo torej (yi =Y (t)) .

Iskana funkcija trenda bo optimalna, ko bo vsota vseh teh razlik najmanjSa. Metoda
najmanjSih kvadratov pomeni, da iS¢emo minimum izraza

F =Z(yi -y (t))2 min (8.01)

8.1.2.1 Trend je linearna funkcija

Za najenostavnejSo, to je linearno funkcijo Y =a-+bt, pomeni reSitev enacbe (8.01)
dolocitev koeficientov a in b. V tem primeru smemo vzeti, da je F funkcija dveh

spremenljivk F=F(a,b). Cas t pri tem zavzame diskretne vrednosti t=1,t=2,...,t=N,
krajse t,i=12,...,N .

Poiskati moramo torej ekstrem (minimum) funkcije, ki je odvisna od dveh spremenljivk a
in b, to sta koeficienta linearne enacbe Y=a+bt. IS¢emo minimum funkcije dveh
spremenljivk

N
b)=>(y, abt

i=1
Vemo, da ekstremi lahko nastopajo le v stacionarnih tockah, to so tiste, v katerih sta oba

prva parcialna odvoda enaka nic.
Izra¢unamo oba prva parcialna odvoda in ju izena¢imo z nic.
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Uredimo prvo enacbo:

N

Z(yi _a_bti):O

i=1

_i‘zl Yi __Nzla_gbti =0

N
Ker je Za:a+a+- --+a=Na, dobimo prvo enacbo v obliki
i=1 N—krat

aN +biti :iyi
i=1 i=1

Uredimo Se drugo enacbo:

i —a— bt =0
i=1

—Zl:ti y, +Z1:at1. +Zl:btf =

in od tod

Na ta nacin smo dobili sistem dveh enacb, ki ga imenujemo sistem normalnih enach, od
koder dobimo koeficienta a in b.

aN+b) ="y
\ i=1 y i=1l \
a) -+ t°=>ty,
i=1 i=1 i=1

(8.02)

Seveda moramo Se preveriti, ¢e je dobljena reSitev res minimum.

V ta namen izra¢unamo $e vse druge parcialne odvode
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N

- —ZZ —a-bt)=

N

bl _22

ZZt2

N

R ION

= =]

Kvadratna forma, ki jo porebujemo pri dolo¢anju ekstrema funkcije dveh spremenljivk, je
v tem primeru:

FEFF (FY o, (&Y (&, (&Y
K(a,b)= PR _[é’aﬁbJ =4N zl); —(22}) _4[N iz:l:ti —(;ti] j

Zaradi

Zn > [th

2
je kvadratna forma pozitivna. Ker je tudi drugi odvod 2;

=2N pozitiven, je resitev, ki jo

dobimo iz sistema normalnih enacb, res minimum.

Primer:
V podjetju FE, d.o.o so v letih od 2013 do vklju¢no 2019 izdelali naslednje Stevilo
proizvodov (tabela).

Zap. Stev. | leto St. izdelkov
1. 2013 9082
2. 2014 10025
3. 2015 9571
4. 2016 11457
5. 2017 11002
6. 2018 12081
7. 2019 11582
- skupaj 74800

Dolo¢imo linearno funkcijo trenda. Koliko izdelkov bodo na osnovi napovedanega trenda
izdelali leta 2020, 20217
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Resitev:

Privzeli bomo, da se trend ravna po linearni funkciji, ima torej enacbo Y =a+bt. Dolociti
moramo Koeficienta a in b.

Uporabili bomo sistem normalnih enacb (8.02).

V ta namen dopolnimo tabelo s tremi stolpci: t, t?inty,, i=12,...,7 (podatki so znani in

zapisani v ¢asovni vrsti za 7 let).

Zap. leto | St.izdelkov t 2 Ly,
Stevilka Y,
1. 2013 9082 1 1 9082
2. 2014 10025 2 4 20050
3. 2015 9571 3 9 28713
4. 2016 11457 4 16 45828
S. 2017 11002 5 25 55010
6. 2018 12081 6 36 72486
1. 2019 11582 / 49 81074
- skupaj 74800 28 140 | 312243

V sistem normalnih enacb (8.02) vstavimo podatke tega primera, pri ¢emer upostevamo, da
je:

N=7, iti:ZS, itf =140, iti y, =312243
i=1 i=1 i=1

dobimo system dveh enacb z dvema naznankama

7a+28b=74800
28a+140b=312243

Od tod izraGunamo: a=8822,5 in bh=465,8

Enacba linearne funkcije trenda se glasi: y=8822,5+465,8t .
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Leta 2020 (tedaj je v enacbi funkcije trenda t=8) bo predvidena proizvodnja

y=8822,5+465,8t=8822,5+465,8-8=12548 proizvodov

Leta 2021 (tedaj je v enacbi funkcije trenda t=9) bo predvidena proizvodnja

y=8822,5+465,8t=8822,5+465,8-9=13015 proizvodov

Ta rezultat preberemo tudi na grafu.
XX

8.1.2.2 Trend je kvadratna funkcija

Ce bi za funkcijo trenda izbrali kvadratno funkcijo Y =a+bt+ct?, bi po metodi najmanjsih
kvadratov poiskali minimum izraza
N 2
F(ab.c)=) (y,—a—bt—ct’)

Gre za funkcijo treh spremenljivk a, b in c. To so iskani koeficienti kvadratne funkcije
trenda Y =a+bt-+ct?.

Vsi prvi parcialni odvodi morajo biti enaki nic:
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oF 3
] (y;—a-bt,—ct’)=0

oF &
— =22 (v —a-bt—ct’)t =0

i=1

oF 3
~ =2 (y;—a—bt;—ct’)t? =0

i=1

Z nekoliko truda dobimo iz teh treh enacb sistem (treh) normalnih enacb za neznane
koeficiente a,b in c.

aN +biti +CZN:ti2 =i Y,
i=1 i=1 i=1
N N N N
ay t+b) t2+c) =Dty (8.03)
i=1 i=1 i=1 i=1

N N N N
a;tf +b;t;°’ +CZ:1:ti4 = ;tf Y,

Dokaz o tem, da gre res za minimum, bomo izpustili.
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9 POVEZANOST IN ODVISNOST
MED MNOZICNIMI POJAVI
(REGRESIJA IN KORELACIJA)

Doslej smo posamezne pojave dane statisticne mnozice proucevali lo¢eno, vsakega posebej
in neodvisno od drugih pojavov iste statisticne mnozice. V realnosti pa so razli¢ni pojavi
velikokrat med seboj povezani, v¢asih Sibkeje, v¢asih mocneje.

V tem poglavju bomo ugotavljali, kako moc¢no so posamezni pojavi iste statistiCne
mnozice medsebojno povezani. Proucevali, merili in analizirali bomo njihove razli¢ne
medsebojne odvisnosti in jih izrazili s posebnimi kriteriji.

Primer:
- proizvodnja elektri¢ne energije je odvisna od vremena (padavine, sonce, veter), od
koli¢ine izkopanega premoga, od Stevila delavcev, od popravil, ....
- cena blaga je odvisna od kvalitete, od povprasevanja, od sezone, ...
- placa je odvisna od izobrazbe, od delovnega mesta, od podjetja, ...
L X X J

V matematiki zapiSemo funkcijsko odvisnost funkcije n spremenljivk v sploSnem z
izrazom

y=1(%%.--%)

Pri tem je definicijsko obmocje znano in natanko doloc¢eno v n-dimenzionalnem prostoru,
tudi pravilo f mora biti natanko definirano.

V statistiki pa (zal) ni tako enostavno. Prav natan¢ne povezave v konkretnih primerih ni,
zato taksno povezavo spremenljivk lahko zapisemo v splosnem z izrazom

y=f (%%, %, )+€ (9.01)

Tak$nemu zapisu pravimo korelacijska ali regresijska odvisnost.
Z aditivnim ¢lenom e merimo moznost slucajnih vplivov.

Torej je e mera za slucajne vplive statisti¢ne spremenljivke, to je prav tista komponenta, ki
je ne moremo zajeti v matematiéni obliki funkcijske odvisnosti.

88



POSLOVNA STATISTIKA

Statisticnih spremenljivk je lahko veé, recimo da jih je N. Zapis oblike (9.01) velja za
vsako spremenljivko posebej, torej

Y, = f ()(11’)('12""’)(1n)+el
Y, = f(le’xzzv-wxzn)+ez

Y = F (X Xz oe o X ) +E0
Krajse:
¥i=f (X X0 0% )+6 . 1=12,..,N .
Spremenljivki 'y, pravimo odvisna ali endogena spremenljivka, spremenljivki x; pa

razlagalna ali eksogena spremenljivka (i=1,2,...,N, j=12,...,n).

Povezavo med vsemi spremenljivkami najveckrat piSemo v obliki linearne odvisnosti:

Y, =a,+aX, +a,X,++a X, +5 1=12,...,N (9.02)

Koeficientom a v (9.02) pravimo regresijski koeficienti.

Funkcijsko odvisnost v matematiki prikazujemo na tri znane nacine:

- tabelari¢no,
- analiti¢no,
- graficno.

Korelacijsko odvisnost tudi v statistiki zelo podobno prikazujemo na tri nacine, to so
(vzemimo, da imamo opraviti z dvema statisti¢cnima spremenljivkama):

- v korelacijski tabeli z nizom dvojic (parov) vrednosti koreliranih podatkov za
vsako enoto statisticne populacije,

- s tockami v korelacijskem grafikonu,

- v funkcijski obliki z regresijsko krivuljo.

89



POSLOVNA STATISTIKA

Primer:
Na zdravniskem pregledu so 20 Studentom izmerili velikost (v cm) in maso (v kg).
Dobljene podatke zapisemo v korelacijski tabeli.

zap. §t. vi§ina X, (cm) | Masa y, (kg)
1 162 60
2 163 o9
3 169 65
4 170 63
5 170 71
6 171 76
7 172 68
8 173 "
9 175 71
10 175 80
11 177 70
12 178 73
13 178 75
14 180 80
15 181 74
16 183 79
17 183 81
18 190 93
19 197 89
20 199 90

Ugotavljamo korelacijsko odvisnost med maso in viSino Studentov. Iz izkusenj vemo, da je
masa praviloma odvisna od velikosti, obratno, da bi bila velikost Studenta odvisna od
njegove mase, pa ne drzi.

Sedaj nariS$imo korelacijski grafikon (pravimo tudi: razsevni grafikon). Na abscisni osi
bomo odmerjali viSino Studentov, na ordinatni osi pa njihovo maso.
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Krivulja, ki jo potegnemo med vrisanimi tockami tako, da se jim najbolj prilega, je
regresijska krivulja.

Regresijska krivulja pokaze, kaksna bi bila zveza med koreliranima spremenljivkama, ce ne
bi bilo slucajnih vplivov. V takSnem primeru bi bile vse tocke za vse statisticne enote kar

na regresijski krivulji in odvisnost med pojavoma (spremenljivkama) bi bila kar funkcijska
odvisnost.

Korelacijsko odvisnost med dvema pojavoma (spremenljivkama) pisemo v obliki
y="f(x)+e

Korelacijska odvisnost med pojavoma je lahko razli¢ne intenzitete, v nekaterih primerih je
velika, v¢asih je lahko manjsa.

Korelacijska odvisnost je najvecja, ko je e=0 (tedaj je to kar funkcijska odvisnost),
najmanj$a pa je v primeru, ko spremenljivki nista odvisni, ko je f (X):C.

Korelacijska odvisnost je pozitivna, ¢e se povecuje vrednost ene spremenljivke, ko se
povecuje tudi vrednost druge, torej ko sta spremenljivki premo sorazmerni.
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Korelacijska odvisnost je negativna, ¢e se povecuje vrednost ene spremenljivke, ko se
manjSa vrednost druge, torej ko sta spremenljivki obratno sorazmerni.

Ko je regresijska krivulja premica, je povezanost med pojavoma linearna, v nasprotnem
primeru je nelinearna.

Nekaj primerov:

a) y

v

Korelacijska povezava na skici a je
- linearna,
- pozitivna,
- velika (moc¢na).

v

Korelacijska povezava na skici b je
- linearna,
- pozitivna,
- majhna (Sibka).
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Korelacijska povezava na skici ¢ je
- linearna,
- negativna,
- srednje mocna.

d)

v

Korelacijska povezava na skici d je
- kvadratna (paraboli¢na),
- mocna.
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v

Korelacijska povezava na skici e je
- nepovezana.

¢

9.1 Dolocanje regresijskih krivulj

Regresijske krivulje lahko dolo¢imo grafiéno prostoro¢no, lahko pa jo izraCunamo
analiti¢no. V prejSnjih primerih so bile regresijske krivulje doloCene prostoro¢no, kar je
sicer enostavno, vendar moc¢no subjektivno.

9.1.1 Analiti¢no doloCanje regresijske krivulje

Vzemimo, da po analizi podatkov ugotovimo ustrezen tip funkcije

y=1(X.,2.8,...8,)

Izracunati moramo koeficiente a,,a,,...,a,, ki bodo dolocali natan¢no lego in obliko iskane

krivulje. Krivuljo seveda dolo¢amo tako, da se konkretnim podatkom najbolje prilega. V ta
namen bomo spet uporabili metodo najmanjsih kvadratov.
Oznacimo

y, - dejanske vrednosti podatkov

¥, - vrednosti na korelacijski funkciji
X - spremenljivka, korelacijsko povezanaz vy,
i=12,...,N.
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9.1.1.1 Linearna korelacija

Linearna povezanost je analiticno podana z enacbo

y=a+bx

Po metodi najmanjs$ih kvadratov mora biti

N N

F(ab)=2(%~9%) =2 (v-a-bx)" min

i=1 i=1l

(9.03)

Na podoben nacin (prva parcialna odvoda morata biti enaka 0), kot smo to storili pri
iskanju linearne funkcije trenda, dobimo tudi tu sistem normalniz enach, iz Katerih

izra¢unamo koeficienta a in b.

aN +bi>§ :iyi
i=1 i=1

N N N
aZmb;ﬁ:;w

Splosna resitev tega sistema enacb (9.04) je

N

N N 1 18, 1&
in'zyi_N %Yi 7_2)(iyi _*in'izyi
) N i=1 N i=1 N i=1 —

b= i=1 i > i —

PR )
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b=—% | a=y-bx (9.05)

N N
V (9.05) sta Y:%Z)(i in _:%z aritmeti¢ni povpre¢ji spremenljivk X iny, izraz
i=1 =1

Cfﬁi[(&—x —‘]=%i XY, ~Xy (9.06)

pa je kovarianca.

Kovarianca C,, (9.06) meri intenzivnost povezanosti obeh spremenljivk.

Iz formule (9.05) vidimo, da kovarianca nastopa v koeficientu b linearne regresijske
funkcije y=a+bx, torej doloca strmino regresijske premice.

C
Ko v ena¢bo (9.03) vstavimo b=—2,

C X! C X! =
y=a+bx=(y-bx) G—“Z/ =_—62yx+6—x2yx=y+ Gzy(x—x)

£ (x-X) (9.07)

Ko je kovarianca enaka ni¢, C, =0, iz (9.07) sledi y=y=konst.

Ko je regresijska funkcija konstanta, korelacije med spremenljivkama ni, spremenljivki
nista povezani.

Torej velja:

- ko je C,, =0, spremenljivki nista povezani,
- ko je C, =0, sta spremenljivki povezani.
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Predznak kovariance kaze smer povezanosti spremenljivk.

- koje C >0, je korelacijska povezava spremenljivk pozitivna,

- koje C, <0, je korelacijska povezava spremenljivk negativna.

Primer:

Vzemimo Ze znani primer — 20 Studentov, za katere poznamo njihove viSine in njihove
mase. Ali obstaja med tema dvema statisticnima spremenljivkama (viS§ina in masa)
korelacija? IzraCunajmo regresijsko premico! Podatki so znani ze od prej in dani v tabeli.

Resitev:
Tabelo dopolnimo s tremi stolpci: x*,y> in xy; in dobimo

zap. $t. | vigina X (cm) | masa Y, (kg) X Y XY,
1 162 60 26244 3600 9720
2 163 59 26569 3481 9617
3 169 65 28561 4225 10985
4 170 63 28900 3969 10710
5 170 71 28900 5041 12070
6 171 76 29241 5776 12996
7 172 68 29584 4624 11696
8 173 77 29929 5929 13321
9 175 71 30625 5041 12425
10 175 80 30625 6400 14000
11 177 70 31329 4900 12390
12 178 73 31684 5329 12994
13 178 75 31684 5625 13350
14 180 80 32400 6400 14400
15 181 74 32761 5476 13394
16 183 79 33489 6241 14457
17 183 81 33489 6561 14823
18 190 93 36100 8649 17670
19 197 89 39809 7921 17533
20 199 90 39601 8100 17920
skupaj 3546 1494 630524 113288 266461

Najprej izraCunamo obe aritmeti¢ni sredini:

1
X =—"

. 3546=177,3 cm
20

x|

1 N
NG

N
Y==>y, =g 1494=747 kg
i=1

1 1
N 0
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Nato izratunamo kovarianco:
:—Zx, Y, —Xy= io 266461-177,3-74,7=13323-13244,3=78,7
Varianca spremenljivke x:

N
Z%Zﬁ X’ = ! 630524-177,3 =31526,2-31435,3-90,9

Varianca spremenljivke y:

N
o’ Z%Z y2—y° :2—10-113288—74,72 ~5664,4—5580,1=84,3
i=1

Regresijska premica, ki kaze korelacijo med spremenljivkama (odvisnost spremenljivke y
od spremenljivke X) ima ena¢bo y=a+bx.

Koeficienta a in b dobimo iz (9.04):

C
o 187087
o2 90,9

a=y—-bx=74,7-0,87-177,3=-79,6

Enacba regresijske premice za maso v odvisnosti od viSine Studentov je
y=-79,6+0,87x
Se grafiéno. Za premico potrebujemo dve to¢ki. Vzemimo (kot obi¢ajno)

x=0=y=-79,6 in y=0= 796—915
0,87

Graf:
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9.2 Moc korelacijske povezave

Moc¢ korelacijske povezave med dvema statisticnima spremenljivkama ugotavljamo z
dvema kazalnikoma:

- determinacijski koeficient,
- korelacijski koeficient.

Skupno varianco o-j odvisne spremenljivke y lahko pisemo kot vsoto poznane (ali tudi:

razloZene) variance o> in nepojasnjene (ali: nerazloZene) variance o7, , to je

Xy
0y =0y 0,
Delimo zgornjo enacbo s 05
=%, % (0.08)
o, O,

2

y

D=r2="% (9.09)
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2
o)

Drugi kvoceint v (9.08) —- pa je koeficient nedolo¢enosti. Oznacimo ga
o

y

2
u="2 (9.10)
O-y

Zveza med obema koeficientoma je zaradi (9.08) preprosta

D+U =1 (9.11)

Determinacijski koeficient D lahko v¢asih pisemo tudi takole
D=r}=r,-r,

Z determinacijskim koeficientom merimo stopnjo odvisnosti spremenljivke y od
spremenljivke x. Cim vedji je vpliv x na y, tem vedji je determinacijski koeficient.

Seveda je ta koeficient vedno nenegativen in kve¢jemu enak 1:

0<r: <1

Kadar je korelacijski koeficient

o rjj —1, je korelacijska odvisnost zelo mo¢na,

o rfy ~0,50, je korelacijska odvisnost srednje mo¢na,
o rfy —0, je korelacijska odvisnost sibka.

H 2
Kadar pa je r,=

determinacijski koeficient D = 0.

1, sta statisticni spremenljivki kar funkcijsko odvisni, saj bi bil tedaj

Pomembna znacCilnost povezave med statisticnima spremenljivkama je Se smer

povezanosti, ki jo definiramo s korelacijskim koeficientom r, =+ rfy po formuli

ro=—2 (9.12)

Ker je 0<r’<1, je korelacijski koeficient stevilo z intervala [—1, 1] X

-1<r, <1
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S korelacijskim koeficientom dolo¢imo smer in in tudi jakost odvisnosti med statisti¢nima

spremenljivkama.

Primer:

IzraCunajmo korelacijski in determinacijski koeficient za prejSnji primer (Studenti, merjena

vi$ina in masa).

Resitev:

Za te podatke ze poznamo oba standardna odklona in kovarianco (vse zaokrozeno na eno

decimalko)
o> =90,9=0,=4/90,9=9,5
Gf =84,3=0,=/84,3=9,2
C, =787
Iz enacbe (9.12) izraCunamo korelacijski koeficient

C
r,=—"1"= 8.7 =0,9
Y 6.0, 9592

x2y

Determinacijski koeficient pa je

D=r2 =

XYer

r,=0,9-0,9=0,81

Komentar:

a) Determinacijski koeficient D=0,81 pove, da je 81% variance za maso pojasnjeno z

linearno odvisnostjo mase od visine, le 19% pa je odvisno od slu¢ajnih vplivov.

b) Smer korelacije je pozitivna, ker je 1, >0.
XX

Varianca je lahko tudi nepojasnjena, kar zdruzimo v kazalniku o, . 1z (9.10) in (9.11)

dobimo

(9.13)

Kazalnik o, imenujemo standardna napaka ocene odvisne spremenljivke in ga

uporabljamo za ugotavljanje zaupanja pri ocenjevanju vrednosti odvisne spremenljivke.
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Primer:

Pri normalni porazdelitvi je koeficient zaupanja
a) 0,683 prirazmiku §,—o, <y, <y,+0o,
b) 0,954 prirazmiku ¥, -20, <y, <Y, +20,

¢) 0,997 prirazmiku ¥, 30, <y, <Y, +30,

¢

Primer:

Ponovno vzemimo 20 Studentov, za katere poznamo vi§ino in maso. Vzemimo, da sta
spremenljivki normalno porazdeljeni. S koeficientom zaupanja 0,95 ocenimo razmik za
telesno maso Studenta, ki je visok 180 cm.

Resitev:
Regresijsko premico v tem primeru Ze poznamo: ¥=-79,6+0,87x.

Regresijska tockovna ocena za maso pri tej visini je
Y50 =—79,6+0,87-180=771 kg
Standardna napaka ocene je

O, =0, 11 =9,2:4/1-0,81=4,0

Ker govorimo o koeficientu zaupanja 0.95, vidimo iz prejSnjega primera, da v tem primeru
masa (kot odvisna spremenljivka) leZi v intervalu Y, —20, <y, <Y, +20,, .

Razmik za maso je tedaj takSen

Y180 _Zaey < Yy180 < Yeuso +20—ey
771-2-4,0<Y, 14 <771+2-4,0
69,1<Y, 15 <851
Z zaupanjem 0,95 je masa 180 cm visokega Studenta med 69,1 kg in 85,1 kg. Ocena je

precej slaba, saj vsebuje velik razmik, kar 16 kg.
XX
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10 SLUCAJNE SPREMENLJIVKE,
TEORETICNE PORAZDELITVE

10.1. Sluc¢ajne spremenljivke

Definicija: Sluc¢ajna spremenljivka je merljiva kolicina, ki ima svojo vrednost odvisno od
slucaja in je natanko dolocena s svojo zalogo vrednosti ter svojim porazdelitvenim
zakonom.

Slucajne spremenljivke obifajno oznaCujemo z znaki X,Y,Z,... ali pa tudi
X,, X,, X;,.... in podobno. Pripadajoce vrednosti slucajnih spremenljivk oznacujemo

X, Vs Zy ... all x, x,, x5, ...

Dogodke, da slu¢ajna spremenljivka zavzame vrednost iz svoje zaloge, ozna¢ujemo z znaki
kotnpr. (X =x), (X <x),(x, <X<x,), (X=x) ipd.

Primer:
Slucajna spremenljivka je lahko:
- Stevilo pik pri metu kocke,
- oddaljenost zadetka od centra pri streljanju v tarco,
- Stevilo avtomobilov v vrsti na bencinski ¢rpalki,
- vrednost dobitka na ruleti itd.

Pri slu¢ajnih spremenljivkah moramo poznati dvoje:

e zalogo vrednosti,
e predpis, ki dolo¢a verjetnosti za njihove vrednosti. Ta predpis imenujemo
porazdelitveni zakon slucajne spremenljivke.

Slucajne spremenljivke v sploSnem delimo na diskretne in nediskretne slucajne
spremenljivke.

Diskretne slucajne spremenljivke so tiste, katerih zaloga vrednosti je neko kon¢no ali
neskon¢no zaporedje.

Slucajne spremenljivke, katerih zalogo vrednosti ne moremo numerirati z naravnimi
Stevili, so nediskretne slucajne spremenljivke. Med nediskretnimi slu€ajnimi
spremenljivkami so zlasti pomembne zvezno porazdeljene slucajne spremenljivke.
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Splosna oblika porazdelitvenega zakona se imenuje porazdelitvena funkcija.

Definicija: Porazdelitvena funkcija F(x) slucajne spremenljivke X je funkcija, ki ima pri
vsakem realnem x vrednost enako verjetnosti dogodka (X < x), kar zapiSemo v obliki

F(x)=P(X <x) —00 < X <0 (10.01)

Porazdelitvena funkcija F(x) ima naslednje lastnosti:
e je narascajoca funkcijamed 0 in 1
F(—0)=0, F(+0)=1 (10.02)
e (esta x, in x, realni §tevili in je x, < x,, velja
P(x, £ X <x,)=F(x,)— F(x,) (10.03)
e zavsak realen x velja Se
F(x+0)-F(x)= P(X =x) (10.04)

Podobno, kot pri dogodkih in poskusih, uvedemo tudi pri slu¢ajnih spremenljivkah pojem
medsebojne (ne)odvisnosti.

Definicija: Ce sta slucajni spremenljivki X in Y taksni, da je pri poljubnih realnih x in y
P(X<x,Y<y)=P(X<x)P(Y<y), pravimo, da sta med seboj neodvisni. V

nasprotnem primeru sta slucajni spremenljivki med seboj odvisni.

Za diskretne slucajne spremenljivke pa je sploSno obliko porazdelitvenega zakona
primerneje podati z verjetnostno funkcijo.

Definicija: Verjetnostna funkcija p, diskretne slucajne spremenljivke X je funkcija, ki ima
pri vsakem mogocem k svojo vrednost enako verjetnosti dogodka (X = xk), torej
p. = P(X =x,). Pri tem k pretece vse tiste cele vrednosti, za katere spada x, v zalogo

vrednosti diskretne slucajne spremenljivke X.
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Zveza med verjetnostno funkcijo in porazdelitveno funkcijo je iz obeh definicij jasna:

P =A(X=x,) (1005
F(x)=3p, (10.06)
X <X

Porazdelitvena funkcija diskretne slu¢ajne spremenljivke narasca torej samo v skokih.

Ker tvorijo dogodki (X :xk) popolni sistem dogodkov, velja, da je vsota vseh skokov
enaka 1, torej

> po=1 (10.07)
k
Podatke o diskretni slucajni spremenljivki obi¢ajno zapisemo v obliki verjetnostne sheme:

XX Xy .
X: (10.08)
P P, Ds

Primer:

Iz serije 100 izdelkov, kjer je 10% izdelkov slabih, smo na slepo izbrali pet izdelkov in
preverjali njihovo kvaliteto. Naj bo sluCajna spremenljivka X Stevilo slabih izdelkov.
Zapi$imo njeno verjetnostno shemo.

Reditev:
Slucajna spremenljivka lahko doseze 6 vrednosti: x, =0, x, =1, x; =2, x, =3, x; =4
in x, =5. Verjetnosti so
k 5-k
2 =P(X=k)=% za k=0,1,2,3,4,5.
KIOO
Rezultate zapiSemo v verjetnostno shemo

0 1 2 3 4 5
X:
(0,5 837524 0,3393908 0,0702187 0,0063834 0,0002514 0,0000033)

Se preizkus:

5
z p, =0,5837524 +0,3393908 + 0,0702187 + 0,0063834 + 0,0002514 + 0,0000033 = 1

k=0
¢ee
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10.2 Nekatere porazdelitve slu¢ajne
spremenljivke

10.2.1 Porazdelitve diskretne slu¢ajne spremenljivke

10.2.1.1  Enakomerna diskretna porazdelitev

Diskretna slucajna spremenljivka je porazdeljena enakomerno, ¢e tvorijo njeno zalogo
vrednosti poljubna realna $tevila x,,x,,...,x, in je za vsak k, k=1,2,...,n, neN,
porazdelitveni zakon podan z verjetnostno funkcijo oblike

1

Primer:

Naj bo pri metanju igralne kocke sluc¢ajna spremenljivka Stevilo pik pri posameznem metu.
To je seveda diskretna spremenljivka, ki doseze vrednosti: 1, 2, 3, 4, 5, in 6. Verjetnosta
funkcija prirejena metanju igralne kocke, je porazdeljena enakomerno. Njena verjetnostna
shema je:

10.2.1.2  Binomska porazdelitev b(n,p)

Sluc¢ajna spremenljivka je porazdeljena po binomskem zakonu, ko je njena zaloga

vrednosti mnozica $tevil {0, 1, 2, ..., n}, verjetnostna funkcija pa ima obliko
n k n—k
pk:(k)p (1-p) neN, O<p<l1 (10.10)
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Primer:

Vzemimo poskus, kjer nas zanima le, ¢e se dogodek A v posamezni ponovitvi poskusa
zgodi ali ne. Verjetnost, da se v posamezni ponovitvi poskusa dogodek A zgodi, naj bo p,
verjetnost, da se dogodek A ne zgodi, je potem 1-p=q.

Posamezni j-ti ponovitvi poskusa lahko priredimo slu¢ajno spremenljivko X, s takSnim
dogovorom: ¢e se A zgodi, ima ta spremenljivka vrednost 1, ¢e se A ne zgodi, pa ima

spremenljivka vrednost 0.
Torej smemo vsaki slucajni spremenljivki X ; prirediti verjetnostno shemo oblike

1 0
X, ( j (10.11)
SV

Ce smo poskus ponovili n-krat in se je dogodek A zgodil k-krat, ima vsota
X=X +X,+--+X, vrednost k (tisti ¢leni v vsoti, kjer se je A zgodil, imajo vrednost

N

1, ostali imajo vrednost 0). To pomeni, da je X ravno enaka frekvenci dogodka A in je
porazdeljena po binomskem zakonu b(n, D).

¢

10.2.1.3  Poissonova porazdelitev P(a)

Slu¢ajna spremenljivka je porazdeljena po Poissonovem zakonu, ko je njena zaloga
vrednosti mnozica Stevil {O, 1,2,...,n} , verjetnostna funkcija pa ima obliko

k,
a“e®

k!

Py = , a>0 (10.12)

Matemati¢no upanje (o tem ve¢ malo kasneje) in varianca te porazdelitve sta enaki
parametru a. Poissonova porazdelitev je posebej primerna pri proucevanju npr. Stevila
vozil, ki v Casu t pridejo do neke tocke (cestninska postaja, bencinska ¢rpalka) ali Stevila
ljudi, ki pridejo v vrsto na blagajni, na banki, posti, bencinski ¢rpalki in podobno.
Matemati¢no upanje Poisonove porazdelitve v tem primeru pomeni povprecno Stevilo
vozil, povpre¢no Stevilo kupceyv,.., ki v danem trenutku prispejo do dane tocke.

10.2.1.4  Pascalova porazdelitev

Slucajna spremenljivka X je porazdeljena po Pascalovem zakonu reda m, ¢e je njena zaloga
vrednosti mnozica Stevil {m, m+1, m+2, } , meN, verjetnostna funkcija pa ima
obliko
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k-1 ke
P = ( jp’”(l -p) (10.13)

10.2.1.5  Geometrijska porazdelitev

Ko v Pascalovi porazdelitvi vzamemo m =1, je zaloga vrednosti slucajne spremenljivke
kar mnozica naravnih $tevil {1, 2, 3, } verjetnostna funkcija pa ima obliko

L k=1,2,3, ... (10.14)

Zaporedje
p=p(1-p)’, p,=p(1-p)

je geometrijsko s kvocientom (1—p), zato se porazdelitev s takino verjetnostno funkcijo
imenuje geometrijska porazdelitev.

10.2.1.6  Hipergeometrijska porazdelitev

To porazdelitev obi¢ajno razlozimo s tole nalogo: v posodi je N kroglic, od tega M belih
ter (N — M) ¢mih. Iz posode n-krat na slepo izbiramo po eno kroglico. Izbranih kroglic ne
vrac¢amo V posodo.

Kaksna je verjetnost p,, , da je med temi n potegi (kjer je n < min(M, N — M) ) natanko k
belih kroglic?

Ko n-krat izbiramo po eno kroglico brez vracanja, je efekt enak, kot ¢e naenkrat
potegnemo n kroglic. Ker je v posodi N kroglic, je torej vseh moznih potegov v tem

N
j. Med temi izidi so ugodni tisti, pri katerih izberemo k belih kroglic (izmed
n

primeru (

. . : . . [MN-M
M) ter (n — k)&rnih kroglic (izmed danih N — M ). Taksnih izbir je ( i )( i j , Zato
n —

(MJ(N—MJ
k n—k
= k=0,1,2,... (10.15)

velja
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Porazdelitev (10.15) se imenuje hipergeometrijska porazdelitev. Uporablja se v statisti¢ni
kontroli kvalitete, Kjer je treba kontrolirati serijo N izdelkov, med katerimi je M slabih
(nekvalitetnih).

V veliko primerih ne moremo kontrolirati cele serije, zato se kontrola izvaja tako, da
pregledujemo kvaliteto proizvodov le v slu¢ajno izbranem vzorcu z n izdelki. Z zgornjo
formulo je potem dana verjetnost, da bo v izbranem vzorcu z n izdelki natanko k
nekvalitetnih proizvodov.

10.2.2 Zvezne porazdelitve

Pravimo, da je slucajna spremenljivka X zvezno porazdeljena, ¢e se njena porazdelitvena
funkcija izraza v obliki:

Foj=jpayh (10.16)

Funkcija p(¢), ki jo imenujemo gostota verjetnosti, je dolodena z odvodom porazdelitvene
funkcije

p(x)=F'(x) (10.17)

Za gostoto verjetnosti veljajo naslednje lastnosti:
1. kerje F(x) nara3¢ajoca funkcija, je povsod p(x) =0,

2. kerje F(»)=1,je [p(x)dx=1,
3. kervelja P(x, SX<x2)=F(x2)—F(x1) ,je P(x1 SX<x2)= Ip(x)dx,

4. zaradi zveze F(x+0)— F(x)=P(X =x) paveljage P(X =x)= J-p(t)dt =0

X
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10.2.2.1  Enakomerna zvezna porazdelitev

Slucajna spremenljivka je enakomerno zvezno porazdeljena, ¢e je njena gostota verjetnosti

bl a<x<bh
px)=1""¢
0 drugod
Graficno:
A
p(x)
a 0 b X < >

(10.18)

Ker velja P(x, < X <x,)= Jp(x)dx, dobimo v posebnem primeru, ¢e je a<u<v<b,

X

tole povezavo:

P(uSX<v): 5 b
—-a —-a

D C—
>
Il
<
|
<

10.2.2.2  Normalna (Gaussova) porazdelitev N(a, 62)

Normalna porazdelitev ima gostoto verjetnosti

A
P)=——e

(10.19)

Porazdelitev (10.19) je odvisna od parametrov a in o . Pri tem je lahko a poljubno realno

Stevilo, o pa poljubno pozitivno Stevilo.
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Funkcijo p(x) lahko nariSemo. Brez tezav z odvajanjem ugotovimo, da ima v tocki

E|a, 1 maksimum, v tockah 7 a—a,; in 7, a+0',; pa ima
oN2rm o427me o+ 2rme

prevoja. Parameter a torej dolo¢a lego krivulje, parameter o pa dolo¢a njeno obliko (slika

6.2, slika 6.3).

a=1 o0=05

p(X)
0,8

Slika 6.2: Graf funkcije p(x)= eiE(T) zaa=1in 0=05

a=1 0=2

0,2

Slika 6.3: Graf funkcije p(x)= : e_E(Tj zaa=1ino=2
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Ce vzamemo vrednosti parametrov a=0 in o=1, dobimo tako imenovano
standardizirano normalno porazdelitev N(0,1):

p(x)=g(x)=——e? (10.20)

Standardizirano normalno porazdelitev dobimo iz normalne porazdelitve (10.19), to je

1 ey

p(x) =——c¢ , tako da uvedemo novo slu¢ajno spremenljivko s predpisom
oN2rm
,=X72 (10.21)
o
Od tod je
1 57
Z)=——=¢€2 (10.22)
AT

Opomba: Zakaj je to res, bomo pokazali v primeru pri naslednjem poglaviju.

Nekatere lastnosti funkcije ¢(z):

L o(-2)=0(2)
1 3¢ 1
2. 0)=——€2 =——~0,4
PO
3. limp(z)=0
4, jgo(x)dx=l
Graf:
?(2)
0,4
0 z
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V statistiki je pomembna Se funkcija

z 1,

®(2)=[p(t)dt =%ie 2 dt

0

1
ki je — geometrijsko gledano - plos¢ina lika med krivuljo (p(z)=ie 2" in abscisno
N2

0sjo na intervalu med 0 in spremenljivim argumentom z.
Grafi¢no:

z

¢(z) I¢(t)dt
0
0,4
0 z z

Zaradi sodosti funkcije ¢(z) je res tole:

jq)(z)dz [p(2)dz=05

Zato je tudi

z

j(p(t)dt :0,5+jgo(t)dt =0,5+®d(z)

—00

Zaradi te lastnosti je dovolj, ¢e poznamo le vrednosti integrala od 0 do z >0, to pa je ravno
funkcija ®(z).
V nadaljevanju sta priloZeni tabeli funkcij ¢(z) in @(z). Tabeli sta dani za vrednosti

spremenljivke od 0 do 4,09 na 5 decimalk natancno.
Vidimo, da je vrednost funkcije ¢(z)za z=4,09 zelo blizu nig, zato za z >4,9 vzamemo

vrednost funkcije kar nic.
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Podobno ravnamo pri funkciji q)(z) . Njena vrednost je za z=4,09 zelo blizu 0,5, zato za
z > 4,9 vzamemo vrednost funkcije 0,5.

TABELA 1| Vrednosti funkcije ¢(z)=

¥~
S

y4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 ] 0.39890 | 39892 39886 | 39876 | 39862 | 39844 | 39822 | 39797 | 39767 | 39733

0.1 ] 0.39695 | 39654 39608 | 39559 | 39505 | 39448 | 39387 | 39322 | 39253 | 39181

0.2 | 0.39104 | 39024 38940 | 38853 | 38762 | 38667 | 38568 | 38466 | 38361 | 38251

0.3 | 0.38139 | 38023 37903 | 37780 | 37654 | 37524 | 37391 | 37255 | 37115 | 36973

0.4 | 0.36827 | 36678 36526 | 36371 | 36213 | 36053 | 35889 | 35723 | 35553 | 35381

0.5 | 0.35207 | 35029 34849 | 34667 | 34482 | 34294 | 34105 | 33912 | 33718 | 33521

0.6 | 0.33322 | 33121 32918 | 32713 | 32506 | 32297 | 32086 | 31874 | 31659 | 31443

0.7 | 0.31225 | 31006 30785 | 30563 | 30339 | 30114 | 29887 | 29659 [ 29431 | 29200

0.8 | 0.28969 | 28737 28504 | 28269 | 28034 | 27798 | 27562 | 27324 | 27086 | 26848

0.9 | 0.26609 | 26369 26129 | 25888 | 25647 | 25406 | 25164 | 24923 | 24681 | 24439

1.0 ] 0.24197 | 23955 23713 | 23471 | 23230 | 22988 | 22747 | 22506 | 22265 | 22025

1.1 ] 0.21785 | 21546 21307 | 21069 | 20831 | 20594 | 20357 | 20121 | 19886 | 19652

1.2 1 0.19419 | 19186 18954 | 18724 | 18494 | 18265 | 18037 | 17810 | 17585 | 17360

1.3 1 0.17137 | 16915 16694 | 16474 | 16256 | 16038 | 15822 | 15608 | 15395 | 15183

1.4 ]0.14973 | 14764 14556 14350 | 14146 | 13943 | 13742 | 13542 | 13344 | 13147

1.5 ] 0.12952 | 12758 12566 | 12376 | 12188 | 12001 | 11816 | 11632 | 11450 | 11270

1.6 ] 0.11092 | 10915 10741 | 10567 | 10396 | 10226 | 10059 | 09893 | 09728 | 09566

1.7 1 0.09405 | 09246 09089 | 08933 | 08780 | 08628 | 08478 | 08329 | 08183 | 08038

1.8 ] 0.07895 | 07754 07614 | 07477 | 07341 | 07206 | 07074 | 06943 | 06814 | 06687

1.9 1 0.06562 | 06438 06316 | 06195 | 06077 | 05959 | 05844 | 05730 [ 05618 | 05508

2.0 ] 0.05399 | 05292 05186 | 05082 | 04980 | 04879 | 04780 | 04682 | 04586 | 04491

2.1 ] 0.04398 | 04307 04217 | 04128 | 04041 | 03955 | 03871 | 03788 | 03706 | 03626

2.2 | 0.03547 | 03470 03394 | 03319 | 03246 | 03174 | 03103 | 03034 [ 02965 | 02898

2.3 | 0.02833 | 02768 02705 | 02643 | 02582 | 02522 | 02463 | 02406 | 02349 | 02294

2.4 10.02239 | 02186 02134 | 02083 | 02033 | 01984 | 01936 | 01888 | 01842 | 01797

2.5 | 0.01753 | 01709 01667 | 01625 | 01585 | 01545 | 01506 | 01468 | 01431 | 01394

2.6 | 0.01358 | 01323 01289 | 01256 | 01223 | 01191 | 01160 | 01130 | 01100 | 01071

2.7 | 0.01042 | 01014 00987 | 00961 | 00935 | 00909 | 00885 | 00861 | 00837 | 00814

2.8 ] 0.00792 | 00770 00748 | 00727 | 00707 | 00687 | 00668 | 00649 [ 00631 | 00613

2.9 | 0.00595 | 00578 00562 | 00545 | 00530 | 00514 | 00499 | 00485 | 00470 | 00457

3.0 ] 0.00443 | 00430 00417 | 00405 | 00393 | 00381 | 00370 | 00358 | 00348 | 00337

3.1 | 0.00327 | 00317 00307 | 00298 | 00288 | 00279 | 00271 | 00262 | 00254 | 00246

3.2 | 0.00238 | 00231 00224 | 00216 | 00210 | 00203 | 00196 | 00190 [ 00184 | 00178

3.3 | 0.00172 | 00167 00161 | 00156 | 00151 | 00146 | 00141 | 00136 | 00132 | 00127

3.4 1 0.00123 | 00119 00115 | 00111 | 00107 | 00104 | 00100 | 00097 [ 00094 | 00090

3.5 | 0.00087 | 00084 00081 | 00079 | 00076 | 00073 | 00071 | 00068 | 00066 | 00063

3.6 | 0.00061 | 00059 00057 | 00055 | 00053 | 00051 | 00049 | 00047 | 00046 | 00044

3.7 ] 0.00042 | 00041 00039 | 00038 | 00037 | 00035 | 00034 [ 00033 | 00031 | 00030

3.8 ] 0.00029 | 00028 00027 | 00026 | 00025 | 00024 | 00023 [ 00022 | 00021 | 00021

3.9 ] 0.00020 | 00019 00018 | 00018 | 00017 | 00016 | 00016 | 00015 | 00014 | 00014

4.0 ] 0.00013 | 00013 00012 | 00012 | 00011 | 00011 | 00011 | 00010 | 00010 | 00009
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z 1.,
TABELA Il:  Vrednosti funkcije @(z) =Lje_Et dt
V27 g
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 ] 0.00000 | 00399 | 00798 | 01197 | 01595 | 01994 | 02392 | 02790 | 03188 | 03586
0.1 ] 0.03983 | 04380 | 04776 | 05172 | 05567 | 05962 | 06356 | 06749 | 07142 | 07535
0.2 ] 0.07926 | 08317 | 08706 | 09095 | 09483 | 09871 | 10257 | 10642 | 11026 | 11409
0.3 ] 011791 | 12172 | 12552 | 12930 | 13307 | 13683 | 14058 | 14431 | 14803 | 15173
0.4 ] 0.15542 | 15910 | 16276 | 16640 | 17003 | 17364 | 17724 | 18082 | 18439 | 18793
0.5 ] 0.19146 | 19497 | 19847 | 20194 | 20540 | 20884 | 21226 | 21566 | 21904 | 22240
0.6 ]| 0.22575 | 22907 | 23237 | 23565 | 23891 | 24215 | 24537 | 24857 | 25175 | 25490
0.7 ] 0.25804 | 26115 | 26424 | 26730 | 27035 | 27337 | 27637 | 27935 | 28230 | 28524
0.8 ]| 0.28814 | 29103 | 29389 | 29673 | 29955 | 30234 | 30511 [ 30785 | 31057 | 31327
0.9 ] 0.31594 | 31859 | 32121 | 32381 | 32639 | 32894 | 33147 [ 33398 | 33646 | 33891
1.0 ] 034134 | 34375 | 34614 | 34849 | 35083 | 35314 | 35543 | 35769 | 35993 | 36214
1.1 ] 0.36433 | 36650 | 36864 | 37076 | 37286 | 37493 | 37698 | 37900 | 38100 | 38298
1.2 ] 0.38493 | 38686 | 38877 | 39065 | 39251 | 39435 | 39617 | 39796 | 39973 | 40147
1.3 ] 040320 | 40490 | 40658 | 40824 | 40988 | 41149 | 41309 | 41466 | 41621 | 41774
1.4 ] 041924 | 42073 | 42220 | 42364 | 42507 | 42647 | 42785 | 42922 | 43056 | 43189
1.5 ] 043319 | 43448 | 43574 | 43699 | 43822 | 43943 | 44062 | 44179 | 44295 | 44408
1.6 ] 044520 | 44630 | 44738 | 44845 | 44950 | 45053 | 45154 | 45254 | 45352 | 45449
1.7 ] 0.45543 | 45637 | 45728 | 45818 | 45907 | 45994 | 46080 | 46164 | 46246 | 46327
1.8 | 0.46407 | 46485 | 46562 | 46638 | 46712 | 46784 | 46856 | 46926 | 46995 | 47062
1.9 | 047128 | 47193 | 47257 | 47320 | 47381 | 47441 | 47500 | 47558 | 47615 | 47670
2.0 | 0.47725 | 47778 | 47831 | 47882 | 47932 | 47982 | 48030 [ 48077 | 48124 | 48169
2.1 ]| 0.48214 | 48257 | 48300 | 48341 | 48382 | 48422 | 48461 | 48500 | 48537 | 48574
2.2 ]| 0.48610 | 48645 | 48679 | 48713 | 48745 | 48778 | 48809 [ 48840 | 48870 | 48899
2.3 ] 0.48928 | 48956 | 48983 | 49010 | 49036 | 49061 | 49086 | 49111 | 49134 | 49158
2.4 ] 0.49180 | 49202 | 49224 | 49245 | 49266 | 49286 | 49305 [ 49324 | 49343 | 49361
2.5 ]| 0.49379 | 49396 | 49413 | 49430 | 49446 | 49461 | 49477 | 49492 | 49506 | 49520
2.6 ]| 0.49534 | 49547 | 49560 | 49573 | 49585 | 49598 | 49609 | 49621 | 49632 | 49643
2.7 ] 0.49653 | 49664 | 49674 | 49683 | 49693 | 49702 | 49711 | 49720 | 49728 | 49736
2.8 ]| 0.49744 | 49752 | 49760 | 49767 | 49774 | 49781 | 49788 [ 49795 | 49801 | 49807
2.9 ]| 0.49813 | 49819 | 49825 | 49831 | 49836 | 49841 | 49846 | 49851 | 49856 | 49861
3.0 ]| 0.49865 | 49869 | 49874 | 49878 | 49882 | 49886 | 49889 | 49893 | 49896 | 49900
3.1 ] 0.49903 | 49906 | 49910 | 49913 | 49916 | 49918 | 49921 [ 49924 | 49926 | 49929
3.2 ]| 0.49931 | 49934 | 49936 | 49938 | 49940 | 49942 | 49944 | 49946 | 49948 | 49950
3.3 ]| 0.49952 | 49953 | 49955 | 49957 | 49958 | 49960 | 49961 | 49962 | 49964 | 49965
3.4 ] 0.49966 | 49968 | 49969 | 49970 | 49971 | 49972 | 49973 | 49974 | 49975 | 49976
3.5 ]| 0.49977 | 49978 | 49978 | 49979 | 49980 | 49981 | 49981 | 49982 | 49983 | 49983
3.6 ]| 0.49984 | 49985 | 49985 | 49986 | 49986 | 49987 | 49987 [ 49988 | 49988 | 49989
3.7 ] 0.49989 | 49990 | 49990 | 49990 | 49991 | 49991 | 49992 [ 49992 [ 49992 | 49992
3.8 ]| 0.49993 | 49993 | 49993 | 49994 | 49994 | 49994 | 49994 | 49995 [ 49995 | 49995
3.9 ] 0.49995 | 49995 | 49996 | 49996 | 49996 | 49996 | 49996 [ 49996 | 49997 | 49997
4.0 | 0.49997 | 49997 | 49997 | 49997 | 49997 | 49997 | 49998 | 49998 | 49998 | 49998
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10.2.2.3  Porazdelitev y%(n)

Gostota verjetnosti porazdelitve “hi kvadrat” je dolocena takole:

Ky
2 2
X e x>0
2p( N
p(x)=1° r(zj (10.23)
0 x<0

V (10.23) je keN Stevilo prostostnih stopenj, I'(x)pa je Eulerjeva funkcija gama,
dolocena z integralom

F(x) = Jt"_le_tdt

0
Pomen te porazdelitve je naslednji:
Ce imamo m med seboj neodvisnih slucajnih statisticnih spremenljivk, porazdeljenih po

standardizirani normalni porazdelitvi, potem je vsota kvadratov teh spremenljivk
porazdeljena po porazdelitvi hi kvadrat s stevilom prostostnih stopenj kK = m.

Porazdelitev hi kvadrat se z narasS¢ajoco prostostno stopnjo priblizuje normalni porazdelitvi
z matemati¢nim upanjem 2k in standardnim odklonom +/2k .

Porazdelitev hi kvadrat uporabljamo tako, da nas zanima verjetnost, da slucajna
spremenljivka y, ki je porazdeljena po porazdelitvi hi kvadrat, zavzame vrednost, vecjo od
22, torej

P(;(Z >;(§)

Te verjetnosti so za k od 1 do 30 tabelirane v nadaljevanju.

Primer:
|z tabele za k=20 in & =0,05 preberemo: yZ=31,4104. To pomeni naslednje: verjetnost,

da slucajna spremenljivka, ki je porazdeljena po porazdelitvi hi kvadrat s Stevilom
prostostnih stopenj k=20 zavzame vrednost, vetjo od 31,4104, je 0,05, torej

P( 7’ >34 4104) =0,05. Opomba: verjetnosti a pravimo tudi stopnja znacilnosti. O tem

vec¢ kasneje.

Graf in tabela (VIR: http://www.statsoft.com/textbook/distribution-tables/#chi)
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TABELA III:
df\area .995 .990

1 0.00004 0.00016
2 0.01003 0.02010
3 0.07172 |0.11483
4 0.20699 |0.29711
5 0.41174  |0.55430
6 0.67573 0.87209
7 0.98926 |1.23904
8 1.34441 |1.64650
9 1.73493 |2.08790
10 |2.15586 |2.55821
11 |2.60322 |3.05348
12 |3.07382 |3.57057
13 |3.56503 4.10692
14 |4.07467 4.66043
15  |4.60092 |5.22935
16 5.14221 |5.81221
17 |5.69722 |6.40776
18 6.26480 |7.01491
19  |6.84397 7.63273
20 |7.43384 |8.26040
21 8.03365 |8.89720
22 8.64272 |9.54249
23 ]9.26042 10.19572
24 19.88623 |10.85636
25 10.51965 |11.52398
26 11.16024 |12.19815
27 11.80759 (12.87850
28 |12.46134 |13.56471
29 13.12115 |14.25645
30 [13.78672 |14.95346
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Vrednosti funkcije za porazdelitev hi kvadrat

975
0.00098
0.05064
0.21580
0.48442
0.83121
1.23734
1.68987
2.17973
2.70039
3.24697
3.81575
4.40379
5.00875
5.62873
6.26214
6.90766
7.56419
8.23075
8.90652
9.59078
10.28290
10.98232
11.68855
12.40115
13.11972
13.84390
14.57338
15.30786
16.04707
16.79077

.950
0.00393
0.10259
0.35185
0.71072
1.14548
1.63538
2.16735
2.73264
3.32511
3.94030
4.57481
5.22603
5.89186
6.57063
7.26094
7.96165
8.67176
9.39046
10.11701
10.85081
11.59131
12.33801
13.09051
13.84843
14.61141
15.37916
16.15140
16.92788
17.70837
18.49266

.900
0.01579
0.21072
0.58437
1.06362
1.61031
2.20413
2.83311
3.48954
4.16816
4.86518
557778
6.30380
7.04150
7.78953
8.54676
9.31224
10.08519
10.86494
11.65091
12.44261
13.23960
14.04149
14.84796
15.65868
16.47341
17.29188
18.11390
18.93924
19.76774
20.59923

.750
0.10153
0.57536
1.21253
1.92256
2.67460
3.45460
4.25485
5.07064
5.89883
6.73720
7.58414
8.43842
9.29907
10.16531
11.03654
11.91222
12.79193
13.67529
14.56200
15.45177
16.34438
17.23962
18.13730
19.03725
19.93934
20.84343
21.74940
22.65716
23.56659
24.47761
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.500
0.45494
1.38629
2.36597
3.35669
4.35146
5.34812
6.34581
7.34412
8.34283
9.34182
10.34100
11.34032
12.33976
13.33927
14.33886
15.33850
16.33818
17.33790
18.33765
19.33743
20.33723
21.33704
22.33688
23.33673
24.33659
25.33646
26.33634
27.33623
28.33613
29.33603

.250
1.32330
2.77259
4.10834
5.38527
6.62568
7.84080
9.03715
10.21885
11.38875
12.54886
13.70069
14.84540
15.98391
17.11693
18.24509
19.36886
20.48868
21.60489
22.71781
23.82769
24.93478
26.03927
27.14134
28.24115
29.33885
30.43457
31.52841
32.62049
33.71091
34.79974

.100
2.70554
4.60517
6.25139
7.77944
9.23636
10.64464
12.01704
13.36157
14.68366
15.98718
17.27501
18.54935
19.81193
21.06414
22.30713
23.54183
24.76904
25.98942
27.20357
28.41198
29.61509
30.81328
32.00690
33.19624
34.38159
35.56317
36.74122
37.91592
39.08747
40.25602

.050
3.84146
5.99146
7.81473
9.48773
11.07050
12.59159
14.06714
15.50731
16.91898
18.30704
19.67514
21.02607
22.36203
23.68479
24.99579
26.29623
27.58711
28.86930
30.14353
31.41043
32.67057
33.92444
35.17246
36.41503
37.65248
38.88514
40.11327
41.33714
42.55697
43.77297

025
5.02389
7.37776
9.34840
11.14329
12.83250
14.44938
16.01276
17.53455
19.02277
20.48318
21.92005
23.33666
24.73560
26.11895
27.48839
28.84535
30.19101
31.52638
32.85233
34.16961
35.47888
36.78071
38.07563
39.36408
40.64647
41.92317
43.19451
44.46079
45.72229
46.97924

.010
6.63490
9.21034
11.34487
13.27670
15.08627
16.81189
18.47531
20.09024
21.66599
23.20925
24.72497
26.21697
27.68825
29.14124
30.57791
31.99993
33.40866
34.80531
36.19087
37.56623
38.93217
40.28936
41.63840
42.97982
4431410
45.64168
46.96294
48.27824
49.58788
50.89218



POSLOVNA STATISTIKA

10.2.2.4  Studentova t porazdelitev S(n)

Gostota verjetnosti Studentove porazdelitve je dolo¢ena z izrazom

p(X)=—1k 1)[“%2}2“ (10.24)

V formuli je k Stevilo prostostnih stopenj, B(X,y) pa je Eulerjeva funkcija beta, dologena z

integralom
1

B(x,y)= [t (1-1)"" dt

Studentova t porazdelitev in porazdelitev j*(n)imata zelo Siroko polje uporabe v statistiki.

Studentovo porazdelitev uporabliamo pri vzorcenju tedaj, ko je vzorec majhen, torej ima
manj kot 30 statisticnih enot.

Studentova porazdelitev je (podobno, kot to velja za normalno porazdelitev) simetri¢na
glede na ordinatno os, njena znacilnost je, da je bolj sploS¢ena v primerjavi z normalno.

Ko se Stevilo enot v vzorcu povecuje, se oblika Studentove porazdelitve priblizuje obliki
standardizirane normalne porazdelitve.

S Studentovo porazdelitvijo izratunamo verjetnost, da je izraGunana vrednost Studentove t
porazdelitve vecja od tabelirane vrednosti za (k —1) prostostnih stopenj pri stopnji

znacilnosti o .
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TABELA IV:

df\n 0.40

© oI N o B~ WDN

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

Vir

0.324920
0.288675
0.276671
0.270722
0.267181
0.264835
0.263167
0.261921
0.260955
0.260185
0.259556
0.259033
0.258591
0.258213
0.257885
0.257599
0.257347
0.257123
0.256923
0.256743
0.256580
0.256432
0.256297
0.256173
0.256060
0.255955
0.255858
0.255768
0.255684
0.255605
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Vrednosti funkcije za Studentovo t porazdelitev

t table with right tail probabilities

0.25
1.000000
0.816497
0.764892
0.740697
0.726687
0.717558
0.711142
0.706387
0.702722
0.699812
0.697445
0.695483
0.693829
0.692417
0.691197
0.690132
0.689195
0.688364
0.687621
0.686954
0.686352
0.685805
0.685306
0.684850
0.684430
0.684043
0.683685
0.683353
0.683044
0.682756

0.10
3.077684
1.885618
1.637744
1.533206
1.475884
1.439756
1.414924
1.396815
1.383029
1.372184
1.363430
1.356217
1.350171
1.345030
1.340606
1.336757
1.333379
1.330391
1.327728
1.325341
1.323188
1.321237
1.319460
1.317836
1.316345
1.314972
1.313703
1.312527
1.311434
1.310415

0.05
6.313752
2.919986
2.353363
2.131847
2.015048
1.943180
1.894579
1.859548
1.833113
1.812461
1.795885
1.782288
1.770933
1.761310
1.753050
1.745884
1.739607
1.734064
1.729133
1.724718
1.720743
1.717144
1.713872
1.710882
1.708141
1.705618
1.703288
1.701131
1.699127
1.697261

0.025
12.70620
4.30265
3.18245
2.77645
2.57058
2.44691
2.36462
2.30600
2.26216
2.22814
2.20099
2.17881
2.16037
2.14479
2.13145
2.11991
2.10982
2.10092
2.09302
2.08596
2.07961
2.07387
2.06866
2.06390
2.05954
2.05553
2.05183
2.04841
2.04523
2.04227

tpan

0.01
31.82052
6.96456
4.54070
3.74695
3.36493
3.14267
2.99795
2.89646
2.82144
2.76377
2.71808
2.68100
2.65031
2.62449
2.60248
2.58349
2.56693
2.55238
2.53948
2.52798
2.51765
2.50832
2.49987
2.49216
2.48511
2.47863
2.47266
2.46714
2.46202
2.45726

. http://www.statsoft.com/textbook/distribution-tables/#t
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0.005
63.65674
9.92484
5.84091
4.60409
4.03214
3.70743
3.49948
3.35539
3.24984
3.16927
3.10581
3.05454
3.01228
2.97684
2.94671
2.92078
2.89823
2.87844
2.86093
2.84534
2.83136
2.81876
2.80734
2.79694
2.78744
2.77871
2.77068
2.76326
2.75639
2.75000

0.0005
636.6192
31.5991
12.9240
8.6103
6.8688
5.9588
5.4079
5.0413
4.7809
4.5869
4.4370
4.3178
4.2208
4.1405
4.0728
4.0150
3.9651
3.9216
3.8834
3.8495
3.8193
3.7921
3.7676
3.7454
3.7251
3.7066
3.6896
3.6739
3.6594
3.6460


http://www.statsoft.com/textbook/distribution-tables/#t
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10.3 Stevilske karakteristike slu¢ajne
spremenljivke

Porazdelitve slucajnih spremenljivk so pogosto presirok pojem za konkretno uporabo, zato
zelimo iz porazdelitvenega zakona najti nekatere osnovne znacilnosti/karakteristike, ki jih
bomo ocenili s Stevilom. Od tod tudi ime Stevilske karakteristike. V nadaljevanju bomo
omenili nekatere od njih.

10.3.1 Matemati¢no upanje E(X)

Matematicno upanje (angl.. Mathematical expectation, tudi: the expected value)
definirajmo posebej za diskretne in posebej za zvezne slucajne spremenljivke.
Opomba: Matemati¢no upanje v¢asih poimenujemo tudi povprecna vrednost.

a) Zadiskretno slucajno spremenljivko, dano z verjetnostno shemo

X'(xl X, .. xnj
\» P - - P,

je matematicno upanje doloCeno z izrazom:

E(X)= ix,» P, (10.25)

Ce ima sluc¢ajna spremenljivka neskon¢no zalogo vrednosti, je

E(X)= ixi P, (10.26)

vendar le pod pogojem, da je vrsta konvergentna, torej, ko velja)_ |x,| p, <oo. Ce ta
i=1

pogoj ni izpolnjen, potem za neomejeno diskretno slucajno spremenljivko matemati¢no

upanje ne obstaja.

Primer:

Pri streljanju proti tar¢i zadene strelec v center tarCe z verjetnostjo 0,1; dva cm od centra z
verjetnostjo 0,3; Stiri cm od centra z verjetnostjo 0,3; Sest cm od centra z verjetnostjo 0,2 in
osem cm od centra z verjetnostjo 0,1. Slu¢ajna spremenljivka X naj pomeni oddaljenost
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zadetka od sredis¢e tarCe in lahko zavzame omenjene vrednosti. Podana je s takSno
verjetnostno shemo:

(02 4 608
o1 03 03 02 01

Izracunajmo njeno matemati¢no upanje.

Resitev:
Po definiciji matemati¢nega upanja je

5
E(X) :inpi =X\ Py F Xy Pyt Xy Pyt Xy Pyt X5 Ps =
im1

=0-0,1+2-0,3+4-03+6-0,2+8-0,1 =38

Rezultat pomeni, da bo strelec v povprecju (zato ime povpre¢na vrednost) pricakoval
zadetek, ki bo 3,8 cm oddaljen od centra.

Opomba: lzraz matematicno upanje pa izvira od iger na sreo. Ce bi bili posamezni
rezultati, ki so pri tem poskusu mozni, ovrednoteni z nekim denarnim dobitkom, bi

povpreéna vrednost E(X)dajala njegovo upanje na dobitek, ki bi ga osvojil s posameznim

strelom.
XX

Primer:
Dolo¢imo matemati¢no upanje slucajne spremenljivke X, porazdeljene po Poissonovem
k-2
. .. ae
zakonu z verjetnostno funkcijo p, =P (X =k)= T >0, k=1,2,....

Resitev:
Po definiciji je

V zgornji vrsti uposStevajmo, da je Z)_(—:ex, zato je Z =
i—0 il k=1 (k—l)l

in od tod sledi:
E(X):a
XX

Primer:

Na neki cesti se v povprecju zgodi ena smrtna nesreca na leto. Kaksna je verjetnost, da se v
enem letu zgodijo tri nesrece, ¢e se slucajna spremenljivka “na cesti se zgodi nesreca s
smrtnim izidom” ravna po Poissonovi porazdelitvi?
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Resitev:
Poissonova porazdelitev, po kateri se ravna sluCajna spremenljivka “na cesti se zgodi
k _—a
y D - . . a‘e
nesrea s smrtnim izidom”, je opisana z verjetnostno funkcijo p, = P(X =k) = pr

Ker je za Poissonovo porazdelitev povprec¢na vrednost (kar smo ugotovili v prejSnjem
primeru) E(X)=a, preberemo iz podatkov, da je sedaj a =1 in Stevilo k=3 .

3 -1
Od tod sledi: p, = P(X =3)=1¢

~ 0,0613.

¢

Primer:
Slucajna spremenljivka X naj zavzame vrednosti naravnih Stevil z verjetnostjo

P(X :xk):%qk, keN . Izratunajmo ¢ in matemati¢no upanje slu¢ajne spremenljivke X !

Resitev:

P(X=x,)==4q", keN

W | =

Vsota verjetnosti vseh moznih dogodkov je ena: zl g =1.

k=1

Vsota qu je za 0 < g <1 konvergentna (geometrijska vrsta) in jo izraCunamo po znani
k=1

- 1
formuli > ¢" =9 0d tod dobimo enadbo —-—1—
k=1 l-¢ 3 1-¢

Verjetnostna shema te slu¢ajne spremenljivke je

1 2 . k
X{1 3 1.@“
4 16 4\ 4

Se njeno matemati¢no upanje:

E(X):in b, :%Zk(%]kl

¢
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b) Pri zvezno porazdeljeni slucajni spremenljivki je matemati¢no upanje definirano z
izrazom

E(X)= [xp(x)dx (10.27)

Matemati¢no upanje obstaja le tedaj, ko je integral v (10.27) absolutno integrabilen, torej

ko velja: E(X)= .[|x| p(x) dx <o,

Primer:
Slucajna spremenljivka naj bo porazdeljena po enakomerno zvezni porazdelitvi.
IzraCunajmo njeno matemati¢no upanje.

Resitev:

Slucajna spremenljivka je enakomerno zvezno porazdeljena, ¢e je njena gostota verjetnosti
dana z izrazom (10.18):

a<x<b

0 drugod

Matemati¢no upanje tak$ne slucajne spremenljivke je po formuli (10.27)

t 1 1 xzb a+b
E(X):pr(x)dxzij_adx:b_a7 =

Opomba: Matemati¢no upanje enakomerno zvezno porazdeljene slucajne spremenljivke je
kar aritmetiéno povpre&je obeh meja intervala [a,b].

L X X

Primer:
IzraCunajmo matemati¢no upanje zvezno porazdeljene slucajne spremenljivke, Ce je njena

. . 1
gostota verjetnosti p(x)=———, —a<x<a.

/2 2’
mTNa —X

Reditev:
Po definiciji matemati¢nega upanja za zvezno porazdeljeno sluc¢ajno spremenljivko je

123



POSLOVNA STATISTIKA

I 17 X
(x) Iaxp(x)x ﬂfa e
Opombea:

Nedoloceni integral | = dx najenostavneje re$imo s substitucijo t* =a® — x> .

I

¢

10.3.2 Disperzija ali varianca D(X)

Disperzija ali varianca slucajne spremenljivke X je definirana kot matemati¢no upanje
kvadriranih odklonov slucajne spremenljivke od njenega matemati¢nega upanja.

Z disperzijo torej merimo razprsenost slucajne spremenljivke okoli njenega povprecja.

Razlika med nekaterimi vrednostmi slucajne spremenljivke in matematicnim upanjem je
lahko tudi negativna, zato te razlike kvadriramo, tako da imamo opravka le s pozitivnimi
vrednostmi.

Do disperzije torej pridemo tako, da za slucajno spremenljivko izraCunamo njeno

matemati¢no upanje E(X) ter nato zapiSemo novo slucajno spremenljivko (X — E(X ))2 .

Matemati¢no upanje te slu¢ajne spremenljivke je disperzija ali varianca:

D(X)=E (X - E(X)) (10.28)

Gornji izraz je splo$na definicija disperzije za poljubno slu¢ajno spremenljivko, ne glede
na to ali gre za diskretno ali za zvezno slu¢ajno spremenljivko.

Pri diskretno porazdeljeni slucajni spremenljivki, Ki je dana z verjetnostno shemo
X (xl X, . . 0X, )
b P - - D,

izratunamo matemati¢no upanje E(X) ter nato zapiSemo novo slu¢ajno spremenljivko

(x - E(x))';
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(X E(X))': [(x1 —EX)) (n-EX) .. (x, —E(X))2]

D D - Dy

in od tod

D(X)=>(x, - E(X)) p, (10.29)

D(X)= T(x —E(X)) p(x)dx (10.30)

Ce v formulah (10.29) in (10.30) dvo¢lenik kvadriramo in upostevamo, da je
E(X)konstanta ter da velja Se Z)gzpi:E(Xz), Zplzl za diskretne in

TXZ p(x)dx= E(XZ), T p(x)dx=1 za zvezne slucajne spremenljivke, dobimo:

—00

a) za diskretno slu¢ajno spremenljivko

D(X)=E (X -E(X)) = Z(xi —E(X)) p, =

=>.xp —2E(X) Y x,p, + EX (X)) py =

= E(X?)-2E(X)E(X)+E*(X)=E(X*)- E*(X)
b) za zvezno slucajno spremenljivko
DX) = J(x= (X)) pla)es -

= szp(x)dx_2E(X)_Txp(x)dx—Ez(X);fp(x)dx = E(XZ)_EZ(X)

—00

Ugotovili smo, da vedno velja

D(X)=E(X*)-E*(X) (10.31)
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Formula (10.31) je za ra¢unanje disperzije velikokrat preprostejSa moznost, kot raCunanje
disperzije po definiciji (10.28).

Primer:
Diskretna slucajna spremenljivka X je podana z verjetnostno shemo

X: -2 -1 0 1 3

'(0,1 o 0,4 0,2 O,J

Dolo¢imo:
a) Stevilo alfa,
b) matemati¢no upanje slucajne spremenljivke in
c) njeno disperzijo.

Resitev:

5
a) Kerje > p=1=01+a +04+02+01=1 =a=0,2.

i= 1

b) E(X Zx p,=(~2)-0,1+(~1)-0,2+0-0,4+1.0,2+3-0,1=01

c) Disperzijo pa lahko izratunamo na dva nacina, bodisi po formuli (10.28) ali po
formuli (10.31).

V tem primeru jo izraCunajmo na oba nacina.

Slu¢ajna spremenljivka X — E(X) * bo zaradi E(X) = 0,1 imela verjetnostno shemo:

(X—E(X))’: (20 (-1-01 (0-01)° (-0 (3-01)
01 0,2 0.4 0.2 o1

01 02 04 02 01

(x—E<x>>2:[

4,41 1,21 0,01 0,81 8,41]

Od tod dobimo

D(X)=E| (X~E(X))’ |=4410,1+1,21:0,2+0,010,4+0,81:0,2+8,41.0,1=1,69

Sedaj izracunajmo disperzijo Se po formuli (10.31). Porazdelitvena shema slucajne
spremenljivke X7 je
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P E N
o1 02 04 02 0

Njeno matemati¢no upanje dobimo kot obic¢ajno

E(X2)=4-0,1 +1.02 +0-04 +1.02 + 9-01 = 1,7

Od tod:
D(X)=E(X?)—-(E(X))" =1,7-0,1> =1,69
‘o0
Primer:
Izracunajmo disperzijo slucajne spremenljivke X, porazdeljene po Poissonovem zakonu z
ky—a
. . e
verjetnostno funkcijo p, =P (X =k)= aT ,a>0, k=1,2,....
Resitev:

V enem od prej$njih primerov smo Ze ugotovili matemati¢cno upanje za slucajno
spremenljivk, porazdeljeno po Poissonovem zakonu: £(X)=a .

Potrebujemo se E(X 7).

E(X? kzae = kaa e _ae S i+1"fl—i:ae‘a ae’+e®)=a’+a
=> 2 2+

0
k=1 - k=1

Od tod: D(X)=E(X*)-E*(X)=a"+a-a’=a.

Opomba:
© i_ai 0 a_al—l © k .
S D) e
XX
Primer:

Na bencinski postaji je 10 ¢rpalk, od katerih so tri stalno v okvari (to pomeni, da je
verjetnost, da je posamezna Crpalka pokvarjena, enaka 0,3). Na prazno bencinsko ¢rpalko
pripeljejo 3 vozila in se nakljucno postavijo pred ¢rpalke. ZapiSimo verjetnostno funkcijo
ter izraCunajmo matemati¢no upanje in disperzijo za Stevilo vozil, ki se postavijo pred
¢rpalko v okvari!

Resitev:

Oznacimo s p verjetnost, da je posamezna ¢rpalka pokvarjena ( p = 0,3 ) in g verjetnost, da
¢rpalka ni pokvarjena (¢ = 0,7). Ker je potrebno zapisati verjetnostno funkcijo ter
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izraCunati matemati¢no upanje in disperzijo za Stevilo vozil, ki se postavijo pred ¢rpalko v
okvari, naj bo slucajna spremenljivka X Stevilo avtomobilov pred pokvarjenimi ¢rpalkami.

Za 3 avtomobile bo verjetnostna shema:

o 1 2 3
@) x-
Po Pi P D

Verjetnosti izraGunamo po Bernoullijevi formuli Pn(k)z(n

kjpk "k k=0,1,2,3; n=3, tako

daje
0,343 0,441 0,189 0,027

Od tod je matemati¢no upanje E((S)X)=0,9 . To pomeni, da v povprecju pricakujemo, da se

bo od treh vozil eno postavilo pred pokvarjeno ¢rpalko.

Disperzijo bomo dobili po formuli (10.31). Najprej potrebujemo E((S)XZ). Ker je

10,343 0,441 0,189 0,027

je E(<3>x2)=1,44o . 0d tod dobimo: D(<3>x):E(<3>x2)—E2(<3>x)=0,63.

LR X4

Primer:

Vzdrzevalci elektricnega omrezja na terenu potrebujejo za svoje delo 6 kamionov.
Posamezen kamion je lahko tedaj, ko ga potrebujejo, dober ali pokvarjen. Verjetnost, da je
dober, je 0,8, verjetnost, da je pokvarjen, je 0,2. Izracunajmo povprecno Stevilo
nepokvarjenih kamionov!

Resitev:

Slu¢ajna spremenljivka X naj bo Stevilo dobrih kamionov v nekem trenutku. Ta
spremenljivka lahko zavzame vrednosti O, 1, 2, 3, 4, 5 ali 6. Verjetnosti posameznih
dogodkov spet dobimo po Bernoullijevi formuli

6
P,(k) =(k)-0,8" -02°* za k=0,1,2,3,4,5,6
w01 2 3 4 5 6
0 0,002 0015 0,082 0246 0393 0,262
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Odtod: E(X)=48in D(X)=0096.
[ X X 2

Primer:

Za zvezno  porazdeljeno  slucajno  spremenljivko z  gostoto  verjetnosti
1

p(x) :ﬁ )

E(X)zO. [zracunajmo Se njeno disperzijo!

—a<x<a smo Ze izracunali, da je njeno matemati¢no upanje

Resitev:

2 2

a ) a ) 1 1 a X a
D(X):_J;(X—E(X)) p(X)dX:_J;l(X—O) WdXZ;LWdX:?
2 2
Opomba: Jﬁde—gxﬂlz —x’ +%arcsin2+€

¢

Primer:
Gostota verjetnosti zvezno porazdeljene sluc¢ajne spremenljivke X naj bo dana s formulo

2 T . . D . . .
p(X):—COSZX Za Xe(—g,gj. Dolo¢imo matemati¢no upanje in disperzijo te slucajne
T

spremenljivke!

Resitev:

L X X

Primer:
Porazdelitvena funkcija sluc¢ajne spremenljivke X je

1-— za x=a>0

0 Za x<a

Izrac¢unajmo matemati¢no upanje in disperzijo te slucajne spremenljivke.
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Resitev:
Po formuli (10.17) je p(x) = F'(x), zato je sedaj

3a’
— Xx=za>0
X

p(x)=

T 3a
E(X)= =32% | x 3dx="2
(X) _J;xp(x)dx 3a _!'x dx="

00

E(X?)= I X2 p(x)dx=3a3:.fx‘2dx=3a2

in konéno Se

¢

Primer:
Za slucajno spremenljivko X, porazdeljeno po normalni (Gaussovi) porazdelitvi, ki ima

1/ x-a
gostoto verjetnosti p(x):—e 2( 7 ] izra¢unajmo matematic¢no upanje in disperzijo.
o2

Resitev:
a) Matemati¢no upanje bomo izracunali po formuli (10.27).

E(X)= T X p(x)dx = L Txe;(x"ajzdx

o~N2r

—0 —

Integral
4o J(HJZ
=[x 27/ dx

S N X—a __.
izraGunamo S substitucijo t=—— oziroma Xx=a+ot = dx=odt .
o

. . . . X—a L
Za spremenljivko x sta meji —oo in oo, za novo spremenljivko t=—— se ti meji ne
o

spremenita, torej ostajata —oo in o0,

Integral se tako glasi:
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lxa 400
I_jxe2 dx aajte2d1+ajze2dt

—00 —00

Iz matemati¢nega priroc¢nika preberemo

Ioe ézdt \/;

Od tod vidimo, da je je 2 dt=2 \/gzﬂ.

Ker je Se
o Lo
te 2 dt=0
dobimo
Izaa\/ﬂ+(72~0:aax/g
in od tod
E(X)=a

400 1 +o0 1( x-a

D(X)= j[x—(E(X))Tp(x)dx:Gmj(x—a)ze ’

—00

—00

+o0 _1x-ay
Vintegralu | = J(x—a)ze 2( d ] dx

—o0

najprej uvedemo novo spremenljivko

t=X"8 L x_atot=dx=odt
O
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Meji se ohranita, tako da se integral glasi
400 7£t2
| =0° [ e 7 dt
Tako zapisan integral bomo resili z metodo per partes. V ta namen vzamemo

U=t=du=dt

t2

_Etz 1
dv=te 2 dt>v=—e 2

Od tod je

+00 —1'[2 —112 ®© o —Etz
Izagj.tzez dt =c°| | —te 2 +Iezdt

Oba integrala v oklepaju smo spoznali ze pri raunanju matemati¢nega upanja, tako da je

+00 1l L *© ol
_3(,2 73 _ 3 2 2 —5°
|—0It€ dt=0"|| —te +Ie dt |=0"\2x

in iskana disperzija

1 o*\2r
= =0

D(X)= = =
()027r o~ 2

Pri normalno porazdeljeni slucajni spremenljivki je torej: E(X ) =ain D ( X ) =o°.

LR X4

10.3.3 Standardna deviacija

Ker je disperzija Stevilska karakteristika, ki jo rac¢unamo iz kvadriranih odklonov od
povprecja, lahko dobijo veliki odkloni prevelik vpliv. Da ta prevelik vpliv vsaj delno
omejimo, vzamemo za novo mero razprSenosti slucajne spremenljivke le (pozitivni)
kvadratni koren iz disperzije. Tako dobljeni meri pravimo standardna deviacija
(standardni odklon), ki jo ozna¢imo o(X)ali o, . Velja torej:

=+, D(X) (10.32)
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Primer:
Za zvezno slucajno spremenljivko X, porazdeljeno po normalni porazdelitvi z gostoto
1 x-a\?
verjetnosti  p(x) = ! e 2( "J , smo ugotovili, da je njena disperzija D(X)=o".
oN2rm
Njena standardna deviacija je o(X) = o .
‘o0

10.3.4 Lastnosti matematiCnega upanja in
disperzije

Matemati¢no upanje in disperzija imata pomembno vlogo v statistiki. Oglejmo si nekatere
lastnosti obeh karakteristik.

Izrek 1: Ce je a poljubna konstanta in P(X =a)=1,velja E(X)=a.

Dokaz:
Slucajna spremenljivka X je lahko diskretna in zato lahko napiSemo po definiciji
matemati¢nega upanja (6.25):

E(X):Zn:xipi :a.Zn:pi =a-l=a.
i=1 i=1

S tem je izrek dokazan.

lzrek 2: Ce za slucajni spremenljivki X in Y obstajata njuni matematicni upanji E(X) in

E(Y), potem obstaja tudi matematicno upanje njune vsote in velja relacija

E(X +Y)= E(X)+E(Y) (10.33)

Dokaz:
Naj bosta slu€ajni spremenljivki diskretni in s kon¢no zalogo vrednosti. Njuni verjetnostni
shemi sta

szl X, o Xm)' Y:(J ¥2 yn)
(pl D, - b)) " \B B o D

Oznalimo verjetnost p,, = P(Xz X;, Yzyj) zavsak i=1,2,...,min j=12,...,n.
Slucajna spremenljivka X +Y ima verjetnostno shemo
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X 4V, X4V, o X 4y, o X
X+Y:(] Vi 1™V 1 T m yn]

Pu P P Pun

Njeno matemati¢no upanje je

E(X+Y)= ZZ(x +7,)p, >3, +Zy,2p,,

i=l j=1 i=1 Jj=1 i=

Privsakem i=1,2,...,m je

Zpy ZP(X X, Y=y, )=P(X=x)Y P(Y=y,/ X =x,)=P(X=x,)=p,

=1 j=1

Podobno je vsak j=1,2,...,n tudi D p,=p;.
i=1

Zato je

E(X+Y)=2 pi+zyi B, =E(X)+E(Y)

Dokaz je ravno tak tudi za diskretni slu€ajni spremenljivki z neskon¢no zalogo vrednosti,
podoben pa je tudi za zvezno porazdeljeni slucajni spremenljivki.
S tem je izrek dokazan.

Izrek 2 je mogode posplositi. S popolno indukcijo ugotovimo: Ce imamo slu¢ajne
spremenljivke X,,X,,..., X, , velja

E(X,+X,+-+X,)=E(X,)+E(X,)+--+E(X,) (10.34)

n

Primer:
Slucajno spremenljivko X, porazdeljeno po binomskem zakonu b(n, p), smemo izraziti

0 _ .
D q)’ k=1, 2, ..., n, torej

X=X, +X,+---+ X, . IzraCunajmo njeno matemati¢no upanje.

kot vsoto kon¢nega Stevila slucajnih spremenljivk Xk:(l
Resitev:

; 2.1 0 _
Kerje X,: (p q) je X (p q)’ p+q=1.

Za posamezno slucajno spremenljivko X, , k=1, 2, ..., n je potem res:
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E(X,)=1:p+0-q=p , E(X?)=1p+0-q=p
D(X,)=E(X?)-E*(X)=p—p*=p(1-p)=pq

Za slucajno spremenljivko X je potem
E(X)=E(X,+X,+---+X,)=E(X,)+E(X,)+---+E(X,)=nE(X, )=np

LA X4

lzrek 3: Ce ima slucajna spremenljivka X matematicno upanje E(X) in je a poljubno

realno Stevilo, ima matematicno upanje tudi slucajna spremenljivka aX in velja relacija

E(aX)=aE(X) (10.35)

Dokaz: Za diskretno slucajno spremenljivko je po definiciji E(X)=>x, p,, zato je

i=1
n

E(aX)=> (ax,)p, =aixi p, =aE(X).

i=1 i=l1
Za zvezno slucajno spremenljivko je po definiciji E(X)= Ix p(x)dx, zato je zanjo

E(aX) = _[(ax)p(x)dx = aJ-xp(x)dx = aE(X) .

—00 —00

S tem je izrek dokazan.

1z izrekov 2 in 3 sledi Se tale izrek.

Izrek 4: Ce za slucajni spremenljivki X in Y obstajata njuni matematicni upanji E(X) in
E(Y) insta ¢ in ¢, poljubni realni stevili, potem velja

E(GX+G,Y)=GE(X)+c,E(Y) (10.36)

Tudi  formulo (10.36) lahko posplosimo: <¢e obstajajo matematiCna upanja
E(X,), E(X,),..., E(X,) slutajnih spremenljivk X,, X,,.. X, in so ¢,C,,...,C

+C,
poljubna realna Stevila, ima matematicno upanje tudi slucajna spremenljivka
c X, +C, X, +---+C, X, invelja relacija
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E(cX,+C,X,++-+C,X, )=CE(X,)+C,E(X,)+---+¢,E(X,) (10.37)

Izrek 5: Za vsako slucajno spremenljivko X, ki ima matematicno upanje, velja

E[E(X)]=E(X) (10.38)

Dokaz:
Po definiciji matemati¢nega upanja velja E(X)= in p, zadiskretne in

i=1

o0

E(X)= J-x p(x)dx za zvezno porazdeljene slucajne spremenljivke.

Ko je slucajna spremenljivka kar enaka svojemu matemati¢cnemu upanju, je

E(E(X) = L E(X)p, = E(X) X, = E(X)1 = E(¥)

n  E(E(X))-= jg(x) () ds = E(X)_T p(x)dx = E(X)1= E(X)

S tem je izrek dokazan.

Izrek 6: Za vsako slucajno spremenljivko X, ki ima matematicno upanje, velja

EX-E(X) =0 (10.39)

Dokaz: Po formuli (10.36) je E X-E(X) =E(X)-E(E(X)). Po (10.38) je
E(E(X))= E(X), zato je res tudi: E[ X —E(X)|=E(X)-E(E(X))=E(X)-E(X)=0.
S tem je izrek dokazan.

Izrek 7: Ce sta slucajni spremenljivki X in Y med seboj neodvisni in imata matematicno
upanje, ima matematicno upanje tudi slucajna spremenljivka XY in velja relacija

E(XY)=E(X)E(Y) (10.40)
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Dokaz:
Naj bosta slucajni spremenljivki dani z verjetnostnima shemama

X — X, Xy e ij ]
(pl p, - p) "

yo(% Yo v xn)
(pl P2 - Py
Ozna¢imo verjetnost p, :P(X:xl.,Y:yj) zavsak i=1,2,...,m in j=1,2,...,n.
Slu¢ajni spremenljivki sta po predpostavki med seboj neodvisni, zato velja

py=P(X=x,.Y=y,)=P(X=x)P(Y=y,). Zavsak i=1,2,...,m in j=12,....n

y

je torej p;=pp;.
Slu¢ajna spremenljivka XY ima verjetnostno shemo

ey [ XYe XY XY,
PR PP, o PP Pab,

Njeno matemati¢no upanje je

=003 xven o Sx | Syin |-)E)

i=1 =1

Podobno bi dokazali izrek tudi za diskretne spremenljivke z neskon¢no zalogo vrednosti in
za zvezno porazdeljene slucajne spremenljivke.
S tem je izrek dokazan.

Tudi izrek 7 je mogoce posploSiti. S popolno indukcijo bi ugotovili: ¢e so slucajne
spremenljivke X,,X,,..., X, med seboj neodvisne in imajo matemati¢no upanje, velja

E(X\ X, ...X,)=E(X,)E(X,)...E(X,) (10.41)

n

Izreka 7 pa ne moremo obrniti. Ce za slucajni spremenljivki X in Y velja relacija (10.40), to
ne pomeni nujno, da sta spremenljivki med seboj neodvisni. Taksna relacija lahko véasih
velja tudi za odvisni spremenljivki.

Definicija:  Slucajni spremenljivki X in Y imenujemo Kkorelirani, de velja
E(XY);tE(X)E(Y). Slucajni spremenljivki X in Y imenujemo nekorelirani, ce velja
E(XY)=E(X)E(Y).
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Definicija: lzraz

K(X,Y)=E (X-E(X))(Y-E(Y)) (10.42)

Imenujemo kovarianca med slu¢ajnima spremenljivkama X in Y.

Kovarianco lahko zapisemo tudi drugace. Pomnozimo dvoclenika v oglatem oklepaju in
imamo

K(X,Y)=E (X-E(X))(Y-E(Y)) =E XY- E(X)Y-E(Y)X + E(X)E(Y)
Upostevajmo, da za matematicno upanje velja lastnost linearnosti
K(X,Y)=E(XY)-E(E(X)Y)-E(E(Y)X)+E(E(X)E(Y))

Zaradi (10.38) in (10.40) dobimo za kovarianco pripravnejso formulo

K(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y) (10.43)

Iz formule (10.43) vidimo, da sta slu¢ajni spremenljivki X in Y nekorelirani natanko tedaj,
ko je K(X,Y)=0.

lzrek 8: Ce je a poljubna konstanta in P(X =a)=1, velja D(X)=0
Dokaz:

Zaradi izreka 1 je v tem primeru E(X) = a in disperzija je res enaka ni¢.
D(X)=E (X-E(X))" =E((a-a)’)=£(0)=0.

S tem je izrek dokazan.

Izrek 9: Ce za slucajno spremenljivko X obstaja njena disperzija in je a poljubna realna
konstanta, velja

Da X)=a” D(X) (10.44)
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Dokaz:
Za disperzijo lahko uporabimo formulo D(.X) = E(X*)— E*(X), torej je v tem primeru

D(aX)=E(a’X*)-E*(aX)=a’E(X*)-a’E*(X).
Izpostavimo a” in dobimo D(aX)=a* E(X*)-E*(X) =a’D(X).

S tem je izrek dokazan.

Izrek 10: Ce imata slucajni spremenljivki X in Y disperzijo, jo ima tudi njuna vsota in velja

D(X+Y)=D(X)+D(Y)+2K(X,Y) (10.45)

Dokaz:
Neposredno iz definicije disperzije sledi

D(X+Y)=E((X+Y)=E(X+Y)) =E(Xx-E(Y)) +(Y-E(Y)))=
=E(X-EX)) +E(Y-E®Y) +2E (X-E(X))Y-E(Y)) =
=D(X)+D(Y)+2K(X,Y)

S tem je izrek dokazan.

Za nekorelirani slucajni spremenljivki X in Y velja

D(X+Y)=D(X)+ D(Y) (10.46)

Formulo (10.46) lahko posplosimo: Za slucajne spremenljivke X, X,,...,X,, ki imajo
disperzijo, velja

D(iXk):iD(Xk)JFZ Z K(Xi’Yj) (10.47)

k=1 I<i<j<n

Posledica zgornje lastnosti je Se tale: ¢e za slucajne spremenljivke X, X,,..., X

n

obstojajo disperzije in ¢e so te slucajne spremenljivke paroma nekorelirane (to pomeni, da

so vse kovariance K(Xl.,}_’].) =0), velja
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D(Z”: ij - Zn:D(Xk) (10.48)

Primer:

Neodvisne in enako porazdeljene sluc¢ajne spremenljivke X, X,,..., X, naj imajo (vsaka
zase) znano matemati¢no upanje a in znano disperzijo b. Izratunajmo matemati¢no upanje
in disperzijo slucajne spremenljivke Y, ki jo dobimo kot aritmeti¢no povprecje danih
slucajnih spremenljivk.

Resitev:
[S¢emo matemati¢no upanje in disperzijo slucajne spremenljivke Y, ki je dana kot
aritmeti¢no povprecje danih slucajnih spremenljivk, torej velja

X, +X,+.+X,

n
Na osnovi zgoraj zapisanih lastnosti je matemati¢no upanje

Y=

E(Y) :E(X‘ +X2:"+X"j=% E(X,)+E(X,)+ -+ E(X,) =
:l(a+a+---+a):lna:a
n n

Podobno dobimo $e disperzijo

D(Y):D(X'JFXZZ'"JFX"]zni2 D(X,)+D(X,)++D(X,) =
1 1
=—(b+b+--+b)=—nb==
n n

Ugotovili smo zanimivo lastnost: aritmeticno povprecje n neodvisnih spremenljivk z
enakim matematicnim upanjem in enako disperzijo ima isto matematicno upanje in n-krat
manjso disperzijo kot vsaka posamezna spremenljivka.

XX

Primer:

Slucajno spremenljivko X, porazdeljeno po binomskem zakonu b(n, p), smemo izraziti
kot vsoto kon¢nega Stevila slucajnih spremenljivk Xk:(]b 8), k=1, 2, ..., n, torej

X=X, +X,+---+X, . Izracunajmo njeno disperzijo in varianco.

Resitev:
Ker je Xk:(% 8) je sz:(ll) 8) p+q=1.
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Za posamezno slucajno spremenljivko X,, k=1, 2, ..., n smo v enem od prejs$njih
primerov Ze izracunali matemati¢no upanje in disperzijo: E(Xk): p in D(Xk): pq .

Za slu¢ajno spremenljivko X =X, +X,+---+X_ je potem po formuli (10.48)

D(X):nD(Xk):npq

o, =g

(X X
Primer:
IzraCunajmo matematicno upanje, disperzijo in standardno deviacijo za slucajno

. X—-E(X
spremenljivko Z :#.

o (X)

Resitev:

. o y X—-E(X) .
Matemati¢no upanje slucajne spremenljivke Z = T je

o

X —E(X)

_ — 1 . _ —
E(Z)—E( =53 J =53 E(X-E(X))=0

Disperzija je

X —E(X)

= = 1 . — = .o? =
D(Z)_D( O'(X) ]_O'Z(X) D(X E(X)) GZ(X) (X) 1

Standardna deviacija pa je:
a(Z):+ﬂ/D(Z) =1

Sluc¢ajna spremenljivka Z = ima torej vedno matemati¢no upanje 0 in
standardni odklon 1.

To lastnost uporabimo pri normalni porazdelitvi, ko jo zelimo standardizirati.

1 x—a
. 1 S\ e . .
Normalno porazdelitev p(x)=——=—e %) z matemati¢nim upanjem E(X)=a in
o221
- N X—a .
standardno deviacijo o lahko s substitucijo z=—— prevedemo v standardizirano
O
. 1 i
normalno porazdelitev ¢(z)= e 2

Nz

e
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11 OSNOVE VZORCENJA IN
STATISTICNO OCENJEVANJE

Vzorc¢enje pomeni posebno metodo zbiranja, obdelave in razlage statisticnih parametrov.
To je metoda statisticnega sklepanja o statistiénih parametrih statistiche mnozice na
podlagi opazovanja samo enega dela celotne statistiéne mnozice.

Velikokrat ne moremo vedno opazovati in proucevati celotne populacije, zato se odlo¢imo
za opazovanje samo enega njenega dela. Temu delu populacije pravimo vzorec. Seveda
mora biti vzorec takSen, da v ¢im ve¢ji meri izraza vse lastnosti cele populacije, torej mora
biti reprezentativen. Enote za vzorec izbiramo z razli¢nimi naéini vzoréenja, med katerimi
je najbolj obi¢ajno sluéajno vzoréenje. To pomeni, da dobimo nakljuéno izbrane
reprezentante celotne populacije, kar zahteva, da mora biti verjetnost za izbor statistiénega
elementa v vzorec za vse enote enaka oziroma, da mora biti enaka verjetnost izbora
razli¢nih, vendar po Stevilu enot enako moc¢nih vzorcev iz osnovne celotne statisticne
mnozice.

Vzorec izberemo obifajno po metodi slucajnih Stevil. Na spodnji tabeli je primer 200
slu¢ajnih Stevil, izbranth med 0 in 999999. Uporabljen je bil GraphPad Software
(http://graphpad.com/quickcalcs/randomn2.cfm).

Vsak vzorec je seveda drugacen od prejSnjega, zato so tudi njegove karakteristike
drugacne. Statisti¢ni parametri, izra¢unani kazalniki, ugotovljene lastnosti in podobno so
torej natan¢ni in pravilni le za konkretni vzorec, za ostale vzorce, oziroma, kar je
pomembno, za celotno populacijo, pa so to le boljSe ali slabSe ocene.

Vzorce delimo na velike in majhne. Pri majhnih vzorcih je Stevilo enot n <30, pri velikih
vzorcih pa je n>30.
Opomba: ponekod je v rabi tudi ocena, da je velik vzorec tisti, ki ima vec kot 50 enot.

Proucevanje vzorca je seveda enostavnejSe, kot proucevanje celotne populacije, mnogokrat
pa je sploh edina moznost, ker ima populacija v mnogo primerih enostavno prevec
elementov in je nemogoce obdelati vse.

Seveda pa ima proucevanje vzorca bistveno pomanjkljivost. Podatki, ki jih dobimo za
vzorec in statisti¢ni kazalniki, ki jih iz meritev vzorca ugotavljamo, namre¢ natanko in
pravilno veljajo samo za natanko dolo¢en vzorec, ne pa natanko tako tudi za ostale mozne
vzorce ali celo za celotno populacijo.
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Row| A B C D E F G H I J
1 | 714636| 625278 559056 470114 802096| 256354| 411520|| 749164| 918576| 633292
2 ||504740| 417187| 116632| 317640|| 649043|| 603843|| 387236|| 986286| 508400| 90623
3 || 509916| 623304| 444937| 382222|| 178538|| 580910|| 522692| 993668|| 251408 290403
4 || 265649| 477110| 844290| 528833| 175131| 932138 1917| 144411| 619671| 131765
5 || 277129| 110699| 648309| 67040| 357033|| 622696| 161463|| 867976| 446153| 127411
6 || 178548| 931439 18183| 587702||917678|| 824687| 236763|| 34155| 893896 34940
7 || 389626 92356 50639 19132| 152849| 184898|| 512705| 998902| 930754 964
8 || 267070| 145496| 854224| 629087| 699715|| 652570|| 899977|| 732479| 889858 75397
9 || 978752|| 986402| 266236| 589983|| 920912 81337| 909965| 981412 550975| 259875
10 | 174970 175469| 740508| 240001| 772314| 732409| 850686| 371742 578406| 933783
11 | 161309| 561207 660776| 630938| 659059| 232250| 836877|| 545480| 756306| 925779
12 | 819503| 54150 450840| 422051 190059 470719| 339569 86686| 730976| 760101
13 | 674028| 982813| 153451| 289827| 762053|| 668258| 190934| 975795| 908177| 190328
14 | 423693| 27084 404815 811500| 188639| 534845| 255224| 503859| 975721 577969
15 | 710045| 181282 547080| 871572 890593| 856381 826714 565990| 175951| 305217
16 | 105872 950477 186780 658604 214155|| 526996| 328976| 471913| 505310| 759155
17 | 840741| 275363| 748463| 147586| 645085| 758200| 307012 985151| 161448| 715303
18 | 704143| 837008| 262104| 546041| 409781 522568| 139904| 725511| 45808| 105374
19 | 505258| 635146| 279854| 817776 540456|| 656140| 692737| 195260| 719223| 9197
20 | 652695| 827408| 761631 12738|544188|| 868284| 640104| 11002| 726809| 663888
Vir: http://graphpad.com/quickcalcs/randomn2.cfm
Iz vsake statisticne populacije namre¢ lahko izberemo ve¢ vzorcev. Koliko je moznih

razli¢nih vzorcev?

Vzemimo, da ima populacija N, vzorec pa n elementov (seveda je n<N ). Stevilo moznih
vzorcev ugotovimo z uporabo osnov kombinatorike. IS¢emo podmnozice n elementov
mnozice z N elementi. Enote v vzorcu se ne smejo ponavljati, njihovo mesto v podmnozici
pa je nepomembno, v jeziku kombinatorike gre torej za kombinacije. Vseh moznih
razlicnih vzorcev je potem toliko, kot je kombinacij N elementov n-tega reda, torej

. N
St. vzorcev = =
n) ny

N—n)!

N!

je stevilo kombinacij za velike N veliko.

Primer:
Koliko razli¢nih vzorcev po 10 elementov lahko tvorimo iz 100 elementov?
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Resitev:
I
N =100 in n=10=> &t. vzorcev je 100 =ﬁzl7,3~1012 :
10 ) 104-90!
Razli¢nih vzorcev je v tem primeru kar 17 tiso¢ milijard!

1244

Rezultate, ki jih dobimo pri vzoréenju, grupiramo v razrede in ugotavljamo obliko njihove
porazdelitve. Te porazdelitve primerjamo s teoreticnimi porazdelitvami slucajne
spremenljivke, kot so binomska porazdelitev, Poissonova porazdelitev, Studentova

porazdelitev, porazdelitev z°,...

Najbolj znana in tudi najbolj uporabljana je normalna porazdelitev, ki smo jo Ze omenili.
Normalna porazdelitev, ki jo ozna¢imo N(a, ¢%), ima gostoto verjetnosti

p(X)Z—G 12ﬂ efiﬂ (11.01)

Ta porazdelitev je odvisna od parametrov a in o . Pri tem je lahko a poljubno realno
Stevilo, o pa poljubno pozitivno Stevilo. V primerih prejSnjega poglavja smo ze ugotovili,
da sta to ravno matemati¢no upanje in disperzija, torej E(X)=a in D(X)=0".

Drugace receno: a=M,=X je aritmeticna sredina, o pa je standardni odklon

porazdelitve.

Z uporabo prvih treh odvodov (dela je kar precej) izratunamo, da ima funkcija p(x) en
ekstrem in dva prevoja:

- vtocki E(a, ] je maksimum,

1
o~\N27

1 ) 1
———|inT|a+o0c, ———
o 27[6} 2{ 0',/27re]

- vtockah T (a -0, sta prevoja.

Parameter a torej doloca lego krivulje, parameter o pa doloc¢a njeno obliko. Na spodnji
sliki je narisana funkcija p(x) za dana parametra a=0 in o=0,5 .
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Primer zaa=0, o0=05

p(x)
0,8
10 1 X

Ce vzamemo vrednosti parametrov a =0 in o =1, dobimo standardizirano normalno
porazdelitev N(0,1), pri kateri je gostota verjetnosti dana z izrazom:

p(x)=g(x)=——e? (11.02)

Graf funkcije ¢(x) je prikazan na spodnji sliki.

¢(x)

0,4

Za funkcijo (11.02) veljajo naslednje lastnosti:

[ p(x)ax=P(X <x) (11.03)

—00
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X

I(p(X)dXzF’(OSX <X) (11.04)
Tgo(x)dx:l (11.05)
o(~x) = p(x) (11.06)

Vrednosti funkcije (11.02) so tabelirane. V tabeli so navedene vrednosti funkcije le za
pozitivne X, saj je funkcija soda, kot vidimo iz (11.03).

Zaradi lastnosti (11.03) - (11.06) je standardizirana normalna porazdelitev (11.02) zelo
koristna in predvsem zelo enostavna za prakti¢no uporabo. Njene vrednosti so dane v tabeli
pri poglavju o porazdelitvah.

Iz tega razloga je smiselno poljubno normalno porazdelitev

p(x)=— A

_(7 27

spremeniti v standardizirano normalno porazdelitev.

Ugotovili smo Ze, da je to mo¢ storiti s tole substitucijo

X—a

7— (11.07)
o

Na ta nacin res dobimo standardizirano normalno porazdelitev za novo spremenljivko z:

g
_ 1 g7 (11.08)

(p(z)_@e

S posameznim izbranim vzorcem dobimo le vzoréno oceno statisticnega parametra, ki je
seveda odvisna od karakteristik slucajno izbranega vzorca. To pomeni, da vzoréne ocene
statisticnega parametra niso enake za vse vzorce, paC pa se spreminjajo, torej so
spremenljivke. Ker so odvisne od posameznega vzorca, ki je odvisen od slucajne izbire, so
torej vrednosti statisticnega parametra sluajne spremenljivke. Spremenljivko, za katero so
vzoréne vrednosti doloCenega statisticnega parametra vzoréne ocene vseh vzorcev,
imenujemo cenilka statisticnega parametra.

Ocene parametrov populacije, ki jih dobimo na podlagi vzorca, imenujemo statistike.
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Posebej znani statistiki vzorca sta aritmeti¢na sredina vzorca

I
y==y, (11.09)
N3
in varianca vzorca
, 1 @
S :_Z(Vi_y) (11.10)
n-143

Vse statistike so slucajne spremenljivke.

Ko realiziramo slucajne spremenljivke V,,Y,,...,y,, torej Sele tedaj, ko vzorec dejansko
izberemo, lahko izraCunamo konkretne vrednosti statistik, kot recimo

I
y—n;yi

Pri statisticnem sklepanju so zelo pomembni porazdelitveni zakoni teh slucajnih
spremenljivk (statistik), imenovali jih bomo vzor¢ne porazdelitve.

Za vzorcno porazdelitev aritmeticne sredine velja naslednji izrek, ki ga povejmo brez
dokaza. Dokaz je mozno prebrati npr. v knjigi Jesenko, Joze.: Statistika v organizaciji in
management, Moderna organizacija, Kranj, 2001.

Izrek:
Ce je ¥,,Yp-nY, slucajni vzorec iz neskoncne populacije z aritmeticno sredino M in

varianco o, potem velja

E(y)=M=M;
2 (11.11)
V(y)="-=0;
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Standardni odklon ayzi

an

imenujemo standardna ocena napake aritmeti¢ne sredine
M; .

To pomeni, da se aritmeti¢na sredina vzorcev porazdeli normalno, torej je statistika z
imenom »aritmeti¢na sredina vzorca« normalna sluc¢ajna spremenljivka.

Iz formule (11.11) vidimo, da je matemati¢no upanje aritmeti¢ne sredine vzorca enako
aritmeti¢ni sredini celotne populacije, iz katere so bili vzorci vzeti, varianca vzorca pa je
enaka varianci celotne populacije, deljeno z n, to je s $tevilom elementov vzorca .

V statistiki je izjemnega pomena Se centralni limitni izrek, ki ga tudi navedimo brez
dokaza.

Centralni_limitni izrek: Ce je VY,,Y,,...Y, slucajni vzorec iz neskoncne populacije z

aritmeticno sredino M in standardno deviacijo o, potem slucajna spremenljivka

y—-M .. o C o s
YA zy—\/ﬁ tezi k standardizirani normalni slucajni spremenljivki, ko gre n—.
o

Centralni limitni izrek torej pove, da je aritmeti¢na sredina vzorca Yy porazdeljena

L

normalno z matemati¢énim upanjem M in standardnim odklonom

Pomembno dejstvo je, da centralni limitni izrek velja za vsak vzorec ne glede na
populacijo, iz katere je izbran.

Aritmeticna sredina vzorca je vedno normalna slucajna spremenljivka porazdeljena po

N (M ,ij, Ce je le vzorec dovolj velik. 1zkaze se, da je dovolj ze 30 enot.

N

Iz tega lahko preberemo naslednjo lastnost:

Ce je Y aritmeticna sredina slucajnega vzorca velikosti n iz normalne populacije z
aritmeticno sredino M in standardnim odklonom o, potem je Yy normalna slucajna

g , torej

N

spremenljivka z matematicnim upanjem M  in standardnim odklonom

E(Y)=M , E(s*)=0".
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Sedaj se posvetimo Se statisticnemu sklepanju.
Statisti¢no sklepanje pomeni dvoje:

= Qcenjevanje

o tockasto,
o intervalno,

= testiranje hipotez.

Pri statisticnem ocenjevanju moramo dolo¢iti vrednosti nekega parametra na zvezni
mnozici vzorcev.

Pri testiranju hipotez pa moramo odlocati o zavrnitvi (ali pa ne) neke posebne vrednosti
parametra.

Ko uporabimo vrednost statistike, da z njo ocenimo kakSen parameter populacije, pravimo
postopku to¢kasto ocenjevanje, vrednost statistike pa imenujemo fockasta ocena
parametra.

Postopek, po katerem iz izbranega vzorca izraCunamo tokovno oceno parametra,
imenujemo cenilka parametra. Tako je npr. S cenilka variance o, medtem ko je s?
totkasta ocena parametra .

Cenilke so slucajne spremenljivke, zato je potrebno dolocati in ugotavljati njihove
verjetnostne porazdelitve.

Ko izbiramo najprimernejse cenilke, upostevamo razli¢ne lastnosti posameznih cenilk, saj
Zelimo ¢im bolj natan¢no oceniti dejansko vrednost parametra na celotni populaciji.

Cenilke morajo imeti naslednje lastnosti:

- nepristranost,
- ucinkovitost,

- konsistentnost,
- zadostnost,

- krepkost.

Cenilka je nepristranska, ko je njeno matemati¢no upanje enako parametru cele populacije,
ki jo s to cenilko ocenjujemo.
Ce je npr. S cenilka variance o® in populacija neskonéna, potem je ta cenilka

nepristranska, ée velja E(S*)=0".

Intervalsko ocenjevanje parametra, oznac¢imo ga npr. z znakom A, pomeni, da dolo¢imo
nek interval [/?1, 22], kjer sta obe krajis¢i in vse vrednosti vmes realizacije ustreznih

statistik.
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Pri tem naj velja

P(A<A<4)=1-a (11.12)

Pri vnaprej doloGeni verjetnosti (1-«) pravimo, da je [4,4,] interval zaupanja za
parameter A .

.....

zaupanja.

Zgornje lahko povemo tudi takole: dogodek (A€[4, 4,]) je slucajni dogodek. Verjetnost,

da se bo ta dogodek zgodil, je (l—a) , verjetnost, da se ta dogodek ne bo zgodil, pa je « .

Verjetnosti a pravimo stopnja tveganja ali tudi napaka 1. vrste in pomeni verjetnost, da
ocenjeni interval [4, 4,] ne bo vseboval vrednosti parametra A.

11.1 Ocenjevanje aritmeti¢ne sredine
populacije

Vzemimo populacijo, normalno porazdeljeno po N(M,a), za katero ne poznamo niti

matemati¢nega upanja niti standardnega odklona.
Izberimo iz te populacije vzorec z n enotami, ozna¢imo ga, kot obicajno: Y,,Y,,...,Y, .

: : : 1 .
Aritmeti¢na sredina vzorca y=—Zyi je, glede na vse predhodno povedano, spet
[ =)

. . . . . . . . o .
slu¢ajna spremenljivka. Aritmeti¢na sredina zanjo naj bo enaka M, varianca pa T , torej
n

M, =M
2
o
oy =—
n

Za 1izbrani vzorec je vrednost aritmeticne sredina vzorca Y tockovna ocena za
matemati¢no upanje M dane populacije.
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Intervalsko oceno parametra pa lahko dolo¢imo s pomocjo standardizirane slucajne
spremenljivke Z:

7Y M_y=M & (11.13)

Sedaj z vnaprej doloCeno verjetnostjo trdimo, da se parameter nahaja na intervalu. Ob
predpisani verjetnosti & obstaja natanko dolo¢eno $tevilo Z (11.13), tako da velja

P(—zg y-M gzjzl—a
o

y

y—-M
O
n
interval zaupanja

Iz zahteve -z <

<z ,kijo resujemo kot sistem dveh neenacb, dobimo

V-~ <M < y+— (11.14)

in verjetnost

P[V—ZT(; <M< y+z—aj=1—a (11.15)

Uporabili smo standardizirano normalno spremenljivko. To pomeni, da je Stevilo (-z) tista

standardizirana vrednost, od katere ima %-100% cenilk manj$o vrednost, Stevilo (+z) pa je

tista standardizirana vrednost, od katere ima %-100% cenilk vec¢jo vrednost (slika).

Vrednosti Stevil z preberemo iz tabele za vrednosti porazdelitvene funkcije F(z) za
standardizirano normalno porazdelitev. Pri tem velja |-z|=|z|=z.
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N R
N[ R

Za verjetnost a obicajno vzamemo vrednosti: «=0,1 ali «=0,05 ali «=0,01.

Velja (glej tabelo za funkcijo ®(z)):

a:o,lo:m(z):l_Tazl_—:’l:o,45oo:>z:1,64

a:O,05:><D(Z):1_ =%=o,4750:>z=1,96

o[ 2

a=0,01:>cp(z)=1_7“=i2’m=0,4950:>z=2,58

11.1.1 Velikost vzorca

Z verjetnostjo (1-«) predpisemo neko dovoljeno napako d, ki naj pomeni najvecjo
dopustno absolutno razliko med aritmeticno sredino vzorca in aritmeti¢no sredino
populacije, to je

|y-M|<d
Iz formule (11.14) vemo, da je

0

Ny

y-M|<
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. Z . )
Od tod dobimo —Gsd in nato oceno za velikost vzorca:
n

V formuli (11.16) je vrednost z dolocena z verjetnostjo « .

Primer:

(11.16)

Na vzorcu 50 Studentov ugotovimo, da je njihova povprecna masa 75,5 kg in standardni
odklon 8,5 kg. Z zaupanjem 0,99 dolo¢imo interval zaupanja aritmeti¢ne sredine tega

vzorca.

Resitev:

n=50 (velikost vzorca)
y=755

0=8,5
1-2=0,99=a=0,01

Za interval zaupanja velja formula (11.14), to je : —T <M

Vemo tudi ze, da je pri «=0,01 vrednost z=2,58. Torej je

zo 2,58:8,5

Jno B0

Interval zaupanja (11.14) je v tem primeru:

=31

MS ZG

- REMET

75,5-31<M <75,5+31

72,4<M <78,6

S7+%.

Interval zaupanja z zaupanjem 0,99 za aritmeti¢no povprecje M je [72,4; 78,6] :

Komentar: Zgornji zapis pomeni, da z verjetnostjo 0,99 lahko sklepamo, da je povprecna

masa Studentov med 72,4 in 78,6 kg.
I X X 2
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Na slucajno izbranem vzorcu 100 srednjeSolcev so bili zbrani rezultati pri maturi ter uspeh
v 4. in 3. letniku, skupno ocenjeni z najve¢ 100 tockami.
Rezultati so dani s frekvencno porazdelitvijo in prikazani v tabeli.

St.togk | 0-10 | 11-20 | 21-30 | 31-40 | 41-50 | 51-60 | 61-70 | 71-80 | 81-90 | 91-100
frekvenca 1 3 5 8 12 17 25 18 2
IzraCunajmo:

a) mediano, modus, aritmeti¢no sredino,
b) tretji kvartil,
) interval zaupanja povprecno dosezenega Stevila tock za celotno populacijo, ¢e je

stopnja zaupanja 0,99
in preverimo
d) ali dana velikost vzorca zado$¢a, da z verjetnostjo 0,95 trdimo, da se vzor¢na

aritmeticna sredina ne razlikuje od aritmeti¢ne sredine populacije za ve¢ kot 3%

aritmeti¢ne sredine vzorca,

e) koliksna je natan¢nost vzorca pri 100 enotah?

Resitev:

Tabelo dopolnimo s stolpci F, V., V., yZin fy.

razred f, F Yy, (sredina f. Y, y? fy
razreda)
1 0-10 1 1 5 5 25 25
2 11-20 3 4 15 45 225 675
3 21-30 5 9 25 125 625 3125
4 31-40 8 17 35 280 1225 9800
5 41-50 12 29 45 540 2025 24300
6 51-60 17 46 55 935 3025 51425
7 61-70 25 71 65 1625 4224 105625
8 71-80 18 89 75 1350 5625 101250
9 81-90 9 98 85 765 1225 65025
10 91-100 2 100 95 190 9025 18050
skupaj - 100 - - 5860 33250 379300

Sedaj lahko izracunamo:

- aritmeti¢no sredin0

=13ty == 5860=58,6 tock

nNa

100
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- modus
k=7
fk B fk—l

— = __.|=66,3 tock
2 fk - fk—l_ fk+1

MO = yk,min +

- mediano
P(Me)=0,5
R=NP+0,5=50,5
=k=7

Me= yk,min + R_ka_l A :62,8 tock

k

- tretji kvartil

P(Q3)=0,75

R=NP+0,5=75,5

—k=8

Q3 = yk,min + R_Fk& A =73,5tock

k
Za iskani interval zaupanja povpre¢no dosezenega Stevila tock velja

1-a¢=0,99=0=0,01=2=2,58
Za standardni odklon

1 n

i3 U3y [kayk ”yj

je vrednost cenilke

:i(379300—1oo-58,62):362,67
99
s=+/s?=19,04 totk
Za interval zaupanja velja formula: y —T <M <y+

Ker je v tem primeru ¢=0,01=2z=2,58, je

b4
NE
20 2,5819,04

Jno 1o

in od tod sledi iskani interval zaupanja

=4,9
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-2 <M <7+ 22

n Jn
58,6—4,9<M <58,6+4,9

53,7<M <63,4

Z verjetnostjo 0,99 bo aritmeti¢na sredina celotne populacije srednjesolcev Vv intervalu
[53,7toék, 63,4 toék].

Se velikost vzorca:

a=0,05=12=1,96
3% od aritmeti¢ne sredine vzorca pomeni
d=0,03-y=0,03-58,6=1,76 tock

Po formuli (11.16) dobimo

2 2
. Z_aj _(19619.04Y _, 10 ¢
d 1,76

Vzorec bi moral imeti vsaj 450 enot.

Ugotovimo $e, kolik$na je natan¢nost vzorca pri 100 enotah (n=100).

Iz formule (11.56) sledi

n—(z—djz —d=22
d Jn
Ker Ze od prej vemo, da je v naSem primeru ¢=19,04 , dobimo

420 _196:19,04

= = =373 tock
Jno 100
Iz zahteve d =x%-y dobimo
x%zg:ﬂ:0,064:6,4%
y 58,6

¢ee
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11.2 Testiranje hipotez

Pod pojmom statisticna hipoteza (domneva) razumemo neko predpostavko o porazdelitvi
ene ali ve¢ slucajnih spremenljivk. Tak$no predpostavko moramo preveriti in jo z neko
vnaprej dano verjetnostjo potrditi ali pa ne, kar storimo z obdelavo in preverjanjem
vzorénih podatkov.

Ce statistiéna hipoteza v celoti dolo¢a porazdelitev, jo imenujemo enostavna, v nasprotnem
primeru je hipoteza sestavljena.

Enostavna hipoteza torej ne dolo¢a le obliko verjetnostne porazdelitve slucajne
spremenljivke, pa¢ pa tudi vrednosti njenih parametrov.

Test je parametricen, ko se nanas$a na kvantitativne parametre populacije, ko pa se test
nanaSa na kvalitativne parametre populacije, je neparametricen.

Poleg postavljene hipoteze vedno definiramo tudi nasprotno (alternativno) hipotezo.

Testiranje hipotez torej zahteva najprej dvoje:

- dolocitev hipoteze, s katero preverjamo predpostavko o porazdelitvi ali samo 0
nekem parametru in jo imenujemo nicelna hipoteza H,,

- dolocitev hipoteze, ki predpostavlja pogoje, pri katerih nicelna hipoteza H, ne drzi
(ni¢elno hipotezo tedaj zavrnemo); to je nasprotna ali alternativna hipoteza H, .

Testiranje statisticne hipoteze zahteva natanko dolo¢eno proceduro (postopek) za odlocitev
o tem, ali ni¢elno hipotezo zavrnemo ali ne.

Opomba: postavljene hipoteze, bodisi ni¢elne bodisi nasprotne, ne sprejmemo, ¢eprav je
test zanjo ugoden, pa¢ pa jo v tak$nem primeru ne zavrnemo. Ce ne zavrnemo nidelne
hipoteze, s tem avtomatsko zavrnemo nasprotno hipotezo in obratno: ¢e ne sprejmemo
ni¢elne hipoteze, s tem ne zavrnemo nasprotne hipoteze.

Ce ozna¢imo pojem, ki ga proudujemo, z znakom A, je formalni zapis pri testiranju
hipotez takSen:

Zelimo testirati ni¢elno hipotezo Hy: A=4
pri nasprotni hipotezi H: A=4

Primer:
Vzemimo, da na nekem letalis¢u merimo zamude vzletov letal v nekem konkretenem
dnevu. Case merimo v minutah. Meritve prikazemo v obliki frekven¢ne porazdelitve:
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Razred (zamuda | Frekvenca f, Kumulativna Sredina Y
Vv minutah) frekvenca F, razreda vy,
5,01- 10,0 7 7 7,5 52,5
10,01-15,0 15 22 12,5 187,5
15,01-20,0 22 44 17,5 385,0
20,01-25,0 26 70 22,5 585,0
25,01-30,0 16 86 27,5 440,0
30,01-35,0 11 97 32,5 357,5
35,01-40,0 3 100 37,5 112,5
skupaj 100 - - 2120,0
Povprena zamuda v natanko dolo¢enem dnevu, ko smo izvajali meritev, je
8
37:1- f.y, =21,2 minut.
N i3
Graf:
frekvencal
30
25
20
15
10
5
0 >
0 10 20 30 40 zamuda

Nicelna hipoteza je sedaj lahko naslednja: povpre¢na zamuda vzletov na tem letaliScu v
enem dnevu je vedno 21 minut, nasprotna hipoteza pa je seveda: povprecna zamuda
vzletov letal na tem letaliS¢u v enem dnevu ni vedno 21 minut. Ce z znakom Y

zaznamujemo povprecno zamudo vzletov v enem dnevu, potem zapiSemo
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Nicelna in nasprotna hipoteza pa sta npr. lahko tudi

H,: frekven¢na porazdelitev se pokorava normalni porazdelitvi
H,: frekvenc¢na porazdelitev se ne pokorava normalni porazdelitvi
(X X

Pri postopku testiranja hipotez moramo seveda najprej imeti podatke, ki jih pridobimo iz
meritev konkretnega parametra na sluajnem vzorcu. Iz tej podatkov pridobimo oz.
izraGunamo posebej doloCene statistike. Vsaki taki statistiki pravimo statistika testa
hipoteze I". Glede na njeno vrednost se odlo¢amo o tem ali hipotezo H, zavrnemo ali ne.

Celoten postopek testiranja torej pomeni ugotavljanje moZne vrednosti ali obmocja
statistike testa hipoteze I", torej moramo

- ugotoviti obmocje, kjer ne zavrnemo nicelne hipoteze H, (in s tem zavrnemo
naprotno hipotezo H,)

- ugotoviti obmocje, kjer zavrnemo nic¢elno hipotezo H, (in s tem ne zavrnemo
nasprotne hipoteze H,).

Pri tem postopku lahko pride do napak, ki so na¢eloma dveh vrst:

1. Kadar je prava vrednost domneve A=A4,, mi pa smo na osnovi podatkov
slu¢ajnega vzorca in opravljenega testa zakljucili, da je A=4, potem smo

naredili napako 1. vrste, ki jo ozna¢imo « .
2. Kadar pa je prava vrednost parametra A =4, mi pa Smo na osnovi podatkov

vzorca sklenili, da je 4 =4, , potem smo naredili napako druge vrste, ozna¢imo

jo .

Napako 1. vrste torej naredimo, ¢e zavrnemo nic¢elno hipotezo H,, pa to ni pravilno.

Napako 2. vrste pa naredimo, ¢e ne zavrnemo nicelne hipotezo, vendar bi jo morali, ker
dejansko ne drzi.

Povedano drugace:

- zavrnitev nicelne hipoteze, Ce je pravilna, je napaka prve vrste «,
- nezavrnitev nicelne hipoteze, Ce je napacna, pa je napaka 2. vrste S .

Obmocje zavraCanja nicelne hipoteze imenujemo kAriticno obmocje testa. Verjetnost, da
vrednost statistike testa pade v kriticno obmodje, je « in jo imenujemo stopnja
pomembnosti testa.

Ce bi bila porazdelitev slu¢ajne spremenljivke normalna, si zgornje pojme grafiéno
predstavimo takole, kot je skicirano na spodnji sliki.
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Kriti¢no obmocje testa

N

bmocje nicelne hipoteze

Kriticno obmocje testa

g

N|R—

Vzemimo, da Zelimo testirati hipotezo
H,: A=4,
pri nasprotni hipotezi

H,: A= 4,

Nicelne hipoteze ne zavrnemo, Ce je tockasta ocena parametra A blizu 4, in jo zavrnemo,
¢e je ta ocena veliko vecja ali veliko manjSa od 4,. V tem primeru je kriticno obmocje
testa sestavljeno iz obeh delov gostote verjetnosti statistike testa hipoteze I". Tak$nemu

testu pravimo dvostranski test.

QGrafi¢no:

A=4,

N R r

Kriticno obmocje testa hipoteze H,: 1=4,

Vzemimo sedaj moznost, da Zelimo testirati ni¢elno hipotezo

H,: A=4,

pri enostranski nasprotni hipotezi
H,: <4,
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V tem primeru zavrnemo nicelno hipotezo le, e je ocenjena vrednost veliko manjsa od 4.

Kriticno obmocje testa je v tem primeru le na spodnjem (levem) delu porazdelitvene
statistike testa hipoteze.

QGrafiéno:

——
4 |

T

Kriti¢no obmocje
testa hipoteze H,: A</,

Podobno za primer testiranja hipoteze H,: =4,
pri enostranski nasprotni hipotezi H: 1> 4,

Sedaj nicelno hipotezo zavrnemo le, ¢e je ocena veliko vecja od 4, .

QGrafi¢no:

I ——

| 4

o /

Kriti¢éno obmocje
testa hipoteze H,: 1> 4,

Drugi in tretji primer testa imenujemo enostranski test hipoteze.

Postopek testiranja hipotez je natanko doloc¢en in ga izvedemo v nekaj korakih.
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Postavimo hipotezo H, proti nasprotni hipotezi H, in dolo¢imo stopnjo

pomembnosti testa « .

Izberemo primerno statistiko testa hipoteze in dolo¢imo kriticno obmocje glede na
stopnjo « .

IzraCunamo vrednost statistike testa hipoteze iz podatkov vzorca.

Preverimo, Ce vrednost statistike testa hipoteze pade v kriticno obmocje ali ne in
glede na to hipotezo bodisi zavrnemo bodisi jo ne zavrnemo. Opomba: hipoteze ne
sprejmemo, jo lahko le zavrnemo ali ne zavrnemo!

Dolocanje kriticnega obmocja je povezano z verjetnostjo o in z obliko porazdelitve
slu¢ajne spremenljivke »statistika testa hipoteze T «. Obicajne vrednosti za o S0 0,01 ali

0,05 ali 0,1.

11.2.1 Testiranje aritmeti¢ne sredine

Pri testiranju aritmeti¢ne sredine preverjamo, Ce je aritmeti¢na sredina enaka neki vnaprej

predpostavljeni vrednosti.

Torej testiramo nicelno hipotezo
Hy,: M =M,

pri eni od nasprotnih hipotez:

a H,: M=M, dvostranski test
b) H,: M>M, enostranski test
c) H,: M<M, enostranski test

Vzemimo naslednje predpostavke:

- vzorec je velikosti n,

- vzorec je izbran iz normalno porazdeljene populacije z aritmeticno sredino M in
standardnim odklonom o, torej populacija je porazdeljena po N (M ,a) ,

- poznamo napako prve vrste a .

V skladu s centralnim limitnim izrekom je statistika testa hipoteze H, v tem primeru

standardizirana slu¢ajna spremenljivka

Zzy__MO.\/ﬁ
o
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V tem izrazu je y aritmeti¢na sredina vzorca, M, je vnaprej predpostavljena vrednost

aritmeti¢ne sredine populacije, ¢ je standardni odklon populacije , n pa je Stevilo enot v
vzorcu.

Opomba 1: &e ne poznamo standardnega odklona o, dobimo zanj oceno s iz statistike S2.

TR IR ST
(8= =2 (%-Y) ).

Opomba 2: Statistika Z je uporabna le za velike vzorce (n > 30).

Opomba 3: Ce je vzorec majhen, torej n < 30, potem uporabimo statistiko t, ki je dana z
izrazom

t:y__MO.\/ﬁ
s

Pri dvostranskem testu hipoteze velja za kriticno obmocje

Pri tem je z vrednost statistike testa hipoteze pri izbranem vzorcu z aritmeti¢no sredino Y,
to je

=Y Mo n
o

Primer:
Na vzorcu 200 Studentov smo ugotavljali njihovo povprecno oceno. Podatki so dani v
tabeli.

Z. st. Povprecna ocena Frekvenca f,

1. 6,00 — 6,50 15

2. 6,51 —7,00 40

3. 7,01 —-7,50 43

4. 7,51 8,00 47

5. 8,01-8,50 33

6. 8,51-9,00 10

7. 9,01-9,50 9

8. 9,51-10,00 3
Skupaj 200
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Skusajmo iz tega vzorca dobiti aritmeticno povprecje in ocenitev variance celotne
populacije Studentov.
Ali lahko ob napaki prve vrste « =0,05 trdimo, da je povpre¢na ocena celotne populacije

Studentov 7,507

Resitev:
Testiramo nic¢elno hipotezo

H,: M=7,50
ob nasprotni hipotezi
H,: M =7,50

Vidimo, da gre za dvostranski test hipoteze.

Vzeli bomo, da je vzorec standardizirano normalno porazdeljen s statistiko

z-Y" M

o

Ker so podatki grupirani v razrede, bomo aritmeti¢no sredino vzorca y in standardni
odklon vzorca dolocili s statistikama

_ 1

y:_zfiyi
N5

ST =13 (g 9) = S (-9
n-14"" n-14" "

oziroma S? :ni—l[z fixiz—n)_/zj
i=1

Dopolnimo tabelo podatkov z novimi stolpci, tako da bomo ¢im enostavneje dobili
vrednosti statistik y in s°.

164



POSLOVNA STATISTIKA

Z. st Povprecna f, Sredina razr. y? fy, fy?
ocena Y,

1. | 6,00-6,50 15 6,25 39,0625 93,75 | 585,9375
2. | 6,51-7,00 40 6,75 45,5625 270,00 | 1822,5000
3. | 7,00-7,50 43 7,25 52,5625 311,75 | 2260,1880
4. | 7,51-8,00 47 7,75 60,0625 364,25 | 2822,9380
5. | 8,01-8,50 33 8,25 68,0625 272,25 | 2246,0630
6. | 8,51-9,00 10 8,75 76,5625 87,50 | 765,0625
7. | 9,01-9,50 9 9,25 85,5625 83,25 | 770,0625
8. |19,51-10,00 3 9,75 95,0625 29,25 | 285,1875

Skup 200 - - 1512,00 | 11557,939

Ocena za aritmeticno sredino vzorca je
y—li fy —i~1512 00=7,56
ng o200 T ’

Ocena za varianco pa je

Z f.x? —ny? L —(11557,939—200-7,56° ) = 0,639
Thal 99
Od tod dobimo oceno za standardno deviacijo
o =+[s* =/0,693 =0,799

Sedaj ocenimo parametre, postavimo ni¢elno hipotezo
H,: M =750
pri nasprotni hipotezi

H,: M #7,50

Uporabimo Z statistiko Z = 2 — M Jn

o

Njena vrednost pri danih podatkih je
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Za predvideno napako prve vrste (ali stopnjo pomembnosti testa) «=0,05 pa je
Zy05 =1,96 . To pomeni, da je izracunana vrednost standardizirane slucajne spremenljivke

znotraj intervala [—1,96;1,96], zato hipoteze H, ne zavrnemo.

Se graf:
——— | F——
-1,96 z=0 / +1,96
z=1,06
L X X J
Primer:

V bolnisnici so uvedli nov postopek neke operacije. Predvidevajo, da bo Cas okrevanja
pacientov, operiranih po novi metodi, v povpre¢ju 30 dni po operaciji. Novo metodo so
preizkusili na vzorcu 30 pacientov. Povprecni Cas okrevanja je bil 32,3 dni, standardna

deviacija 4,2 dni.

Ali pri stopnji zaupanja 0,05 lahko sprejmemo domnevo, da so dobro predvideli povprecni

¢as okrevanja?

Resitev:
M =30
y=32,3
n=30

oc=4,2
o =0,05

Testiramo

H,: M =30
H: M=30

IzraCunamo

,-Y—M -\/ﬁz%-@zz,ggg

o
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Od prej vemo, da je za a=0,05 pripadajo¢i Zz,, =196. Vidimo, da v tem primeru
Zo0s 2[—1,96;1,96] , zato nigelno hipotezo H, zavrnemo.
‘o0

Primer:
Letalska druzbe je izmerila zamude (v minutah) svojih letal pri 10 vzletih. Podatki so dani
v tabeli.

Vzlet 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

zamuda | 15 10 12 5 40 30 17 5 12 8

Druzba zahteva, da je povpre¢na zamuda manj kot 15 minut. Ali je na osnovi danih
podatkov pri stopnji zaupanja 0,1 mogoce sklepati, da bi to bilo mozno?

Resitev:
Nicelna in nasprotna hipoteza bosta

H,: M <15 minut
H,: M =15 minut

Zapisimo in dopolnimo tabelo s podatki takole:

vzlet | Zamuda vy, Yi—VY (v — y)z
1 15 -0,4 0,16
2 10 -5,4 29,16
3 12 -3,4 11,56
4 5 -10,4 108,16
5 40 24,6 605,16
6 30 14,6 213,16
7 17 1,6 2,56
8 5 -10,4 108,16
9 12 -3,4 11,56
10 8 -7,4 54,76
skupaj 154 - 1144.4

Povprec¢na vrednost vzorca je

VZEZyi =i-154:15,4 minut

i 10
1 > 1

f=— —VY) ==1144,4=127,16
n_1i=l(y. y) S

o =s? =./127.16 =11,3 minut
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Ker imamo majhen vzorec (n<30), ne moremo uporabiti normalne porazdelitve, pac¢ pa
Studentovo t porazdelitev, ki smo jo spoznali v prejsnjem poglavju. Ce izhajamo iz
formule (11.15), velja

oziroma za enostranski test v temle primeru

P( M < yﬁ-l'“'ajﬂ—a
Jn

Pri tem je n Stevilo elementov v vzorcu, za ta primer je n=10.

Iz tabele za Studentovo porazdelitev od¢itamo vrednost t za k=n-1=9 prostostnih
stopenj pri stopnji zaupanja «=0,10: t,,, =1,383029.

Sedaj je
_t,,0 1,383029:11,3

+ =15,4+
AN Jio

=20,3

To pomeni, da moremo z verjetnostjo 0,90 pricakovati, da bo vzor¢na ocena aritmeti¢ne
sredine manjSa od 20,3 minut.

Hipotezo, da je povprecna vrednost zamud v vsakem vzorcu manjSa od 15 minut, torej
Zavrnemo.
LR X4

11.2.2 Testiranje hipotez o porazdelitvi

Sedaj bomo ugotavljali, kako konkretni (stvarni) frekvencni porazdelitvi priredimo eno od
teoretiénih porazdelitev, ki smo jih spoznali v prejSnjem poglavju. Dano (stvarno)
frekvencno porazdelitev primerjamo z eno od teoreticnih porazdelitev in ugotavljamo, v
kaksni zvezi sta.

Primerjajmo grafi¢ni_obliki stvarne frekven¢ne porazdelitve in teoreti¢ne porazdelitve.
TakSna primerjava je mozna na dva nacina: primerjamo histogram stvarne frekvencne
porazdelitve z verjetnostno funkcijo teoreticne porazdelitev ali pa primerjamo graf
kumulativne frekvenéne porazdelitve s porazdelitveno funkcijo teoreti¢ne porazdelitve. 1z
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taksnih primerjav je mogoce ugotoviti, ¢a sta si stvarna in teoreti¢na porazdelitev podobni,
torej Ce ju lahko primerjamo glede na vrednosti kazalnikov.

Ko zelimo graficno primerjati stvarno frekvenéno porazdelitev z neko teoreticno
porazdelitvijo, moramo najprej izracunati teoreti¢ne frekvence (teoreti¢ne) porazdelitve ob
domnevi, da se stvarna frekven¢na porazdelitev dejansko ujema z izbrano teoreticno
porazdelitvijo.

V nadaljevanju bomo pogledali ve¢ moznosti.

11.2.2.1 Prilagoditev normalne porazdelitve stvarni frekven¢ni
porazdelitvi

Osnovni princip primerjave (prilagoditve) teoretiéne porazdelitve stvarni frekvencni
porazdelitvi je ta, da izenaCimo aritmeti¢no sredino in varianco stvarne porazdelitve z
matemati¢nim upanjem in varianco teoreticne porazdelitve. Drugace povedano: stvarni
frekvenéni porazdelitvi s parametroma y in o prilagodimo normalno porazdelitev

N(V,az). Ce je pravilna domneva, da je stvarni frekvenéni porazdelitvi mogoce

prilagoditi normalno porazdelitev, se stvarne frekvence ne smejo preve¢ razlikovati od
teoreticnih frekvenc, ki jih izraCunamo iz podatkov, pri ¢emer upoStevamo parametra
normalne porazdelitve. To pomeni, da za vsak razred frekvenéne porazdelitve izraCunamo
teoreticno frekvenco, pri ¢emer upostevamo verjetnostno funkcijo normalne porazdelitve,
zapisane z Ze od prej poznano enacbo:

(11.17)

p(y)zw(y)zam

V (11.17) je y slucajna spremenljivka, ki je porazdeljena po normalni porazdelitvi.
Verjetnost, da y zavzame vrednost v mejah posameznega razreda, je enaka plos¢ini med
verjetnostno funkcijo in abscisno osjo v mejah tega razreda. Ce vzamemo za predstavnika
k-tega razreda (k =1,2,...,r) kar sredino tega razreda, to je y, ter z i, ozna¢imo njegovo
Sirino, lahko zapisemo

I:)(yk,min <y< yk,max): ik @(yk)

Ko uporabimo standardizirano normalno porazdelitev, torej substitucijo

g =h Y (11.18)

) . 1 . .
in upostevamo znano zvezo ¢( Y, )=-—¢(z,), dobimo enacbo
o
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-1
P (Y <Y < Vi) = b= (2 (11.19)

Teoreti¢na frekvenca za $tevilo statisti¢nih enot v mejah k-tega razreda je

ft,k =N- I:)(yk,min <y< yk,max): '(D(Zk) (1120)

Primer:
Vzemimo, da na nekem letaliS¢éu merimo zamude vzletov letal v nekem konkretenem
dnevu. Case merimo v minutah. Meritve prikazemo v obliki frekvencne porazdelitve:

Razred (zamuda v minutah) Frekvenca f,
5,00- 10,00 7
10,01-15,00 15
15,01-20,00 22
20,01-25,00 26
25,01-30,00 16
30,01-35,00 11
35,01-40,00 3

skupaj 100

Izracunajmo povpre¢no vrednost in varianco te porazdelitve.

Resitev:
Tabelo dopolnimo z nekaterimi stolpci, kot vidimo v nadaljevanju.

Razred (zamuda y; (sredina ) )

v minutah) f R razreda) fiyi Yi fy;
5,01- 10,00 7 7 7,5 52,5 56,25 393,75
10,01-15,00 15 22 12,5 187,5 156,25 2343,75
15,01-20,00 22 44 17,5 385,0 306,25 6737,50
20,01-25,00 26 70 22,5 585,0 506,25 13162,50
25,01-30,00 16 86 27,5 440,0 756,25 12100,00
30,01-35,00 11 97 32,5 357,5 1056,25 11618,75
35,01-40,00 3 100 37,5 112,5 1406,25 4218,75

skupaj 100 - - 2120,0 4243,75 | 50575,00

Uporabimo formule (5.10), (6.13) in (6.15):

13 2120
M,=y==> fy=""—=212
=V=N 2 =0
:iz -M} = 27 51,22 =56,31
N 1100
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Upostevamo Se Shepardov popravek

+2
ot =o? -1 —5631-2_5423
12 12

Povprec¢na zamuda v natanko dolocenem dnevu, ko smo izvajali meritev, je y =212

minut, varianca pa 54,23 kvadratnih minut (opomba: fizikalna enota je seveda nesmiselna)
0z. standardni odklon o =7,36 minut.

Razmik (Y—o,V+0) je vtem primeru: (13,84;28,56). Za spodnjo in zgornjo mejo tega

intervala izraCunajmo kvantilna ranga:

a) y, =13,84 = R =18,45= P =0,18
b) y, =28,56= R =81,3= P =0,81

To pomeni, da je v intervalu (Y—o,Y+0) skupen delez 0,81-0,18=0,63, torej 63%
vseh podatkov.

Normalna porazdelitev predvideva (glej poglavje 6.3), da je v intervalu (y—a,y+a)
skupno 68,3% podatkov.

Vidimo, da je razlika glede $tevila podatkov v intervalu (Y —o,y+o) med porazdelitvijo

v danem primeru in normalno porazdelitvijo majhna, zato lahko sklepamo, da se zamude
1z naSega primera pokoravajo normalni porazdelitvi z aritmeti¢no sredino 21,2 in varianco

56,31, torej y ~ N(21,2;56,31).

Ce torej privzamemo, da se meritve v danem primeru prilagajajo tej normalni porazdelitvi,
izraGunamo pripadajoce teoreticne frekvence, dane s formulo (11.20).

V ta namen najprej tabelo podatkov dopolnimo s stolpcem izra¢unanih standardiziranih
vrednosti (11.18), za katere iz tabele dobimo vrednosti ¢, (z) in nato po formuli (11.20)

izraCunamo teoreti¢ne frekvence, ki jih zaokrozimo na cele vrednosti.
Takole gre:

y,-y 7,5-21,2

= ~1,86 ~1,86) = ¢(1,86)=0,07074
AT 7,36 = ¢(-186)=¢(L,86)
fii= N(;l -<o(zl)=m3'ﬁ-0,o7074:4,8o

Na takSen nacin izpolnimo tabelo do konca.
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(Rziznr]ic(lja . ‘ y, (sredina , 0(z) f.; (zaokrozeno na
minutah) razreda) cela mesta)
5,01- 10,00 7 7,5 -1,86 0,07074 5
10,01-15,00 15 12,5 -1,18 0,19886 14
15,01-20,00 22 17,5 -0,50 0,35207 24
20,01-25,00 26 22,5 0,18 0,39253 26
25,01-30,00 16 27,5 0,86 0,27562 18
30,01-35,00 11 32,5 1,53 0,12376 10
35,01-40,00 3 37,5 2,21 0,03470 3
skupaj 100 - 100

Se grafiéni prikaz, kjer mocneje oseneni stolpci predstavljajo
normalne porazdelitve.

»

frekvenca 4

30

25

20

15

10

teoreti¢ne frekvence

¢

10

20

30

40

zamuda

Sedaj smo porazdelitve primerjali graficno. Iz grafa vidimo, da so stvarne frekvence in
teoreti¢ne frekvence »na oko« precej podobne. Seveda gre za subjektivno primerjavo, ki je
lahko tudi varljiva, zato potrebujemo neodvisno in objektivno testiranje, kar bomo opravili

z uporabo testa hi kvadrat.
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11.2.2.2  Test ? (hi kvadrat)

Imejmo vrednosti statisticne spremenljivke urejene v frekvencni porazdelitvi z r razredi. Za
vsaj razred naj bo dana stvarna frekvenca ]i , za vsak razred tudi izraGunajmo teoreti¢no
frekvenco ftZ teoreticne porazdelitve, za katero domnevamo, da jo moremo prilagoditi

stvarni porazdelitvi. Razlike med stvarnimi in teoreti¢nimi frekvencami so lahko veéje ali
manjSe, lahko so tudi ni¢. Nasa naloga je ugotoviti, ¢e so te razlike dovolj majhne, da jih

statisti¢no lahko dopustimo ali ne. Gre torej za statisti¢ni preizkus ni¢elne hipoteze H o0 Ki

jo lahko definiramo takole:

H , - porazdelitev spremenljivke y, na katero se nanaSajo stvarni podatki, se

pokorava prilagojeni teoreti¢ni porazdelitvi z doloceno vrednostjo parametrov.

Nasprotna hipoteza je lahko marsikaj, zato jo obi¢ajno v taksnih situacijah ne postavljamo.

Statisti¢ni preizkus hipotez tak$ne oblike temelji na Pearsonovem® izreku, ki ga povejmo
brez dokaza:

Spremenljivka z* (hi kvadrat)

c(f-f)
x =Zl(f—t) (11.21)

ti

Je porazdeljena priblizno po porazdelitvi “hi kvadrat” s stevilom prostostnih stopenj k, ki
je odvisno od Stevila razredov r in od teoreticne porazdelitev, ki smo jo prilagodili
stvarnim podatkom.

Ce oznadimo z m $tevilo statistiénih parametrov, ki dolo¢ajo teoreti¢no porazdelitev, je
Stevilo prostostnih stopenj enako

k=r-m-1 (11.22)

Pri prilagoditvi normalne porazdelitve imamo dva statistiéna parametra (aritmeti¢no
sredino in varianco), torej m=2, zato je tedaj Stevilo prostostnih stopenj porazdelitve hi
kvadrat k =r—3.

Kadar so razlike med stvarnimi in teoreticnimi frekvencami majhne, potem bo tudi
vrednost ., ki jo izratunamo po Pearsonovem izreku (5.101), majhna.  Kadar pa so te

razlike (pre)velike, ne moremo trditi, da so nastale slucajno, zato je nic¢elno hipotezo
smiselno zavrniti.

5 Karl Paerson (1857-1936), angleski matematik, ki se je prvenstveno ukvarjal z matemati¢no statistiko
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IzraCunana vrednost ;(5 je prevelika tedaj, ko pade izven obmocja, ko domneve ne
zavra¢amo, dolocCenega s stopnjo znacilnosti « .
Kadar torej velja P(;(Z > ;(5) <a, bomo nicelno hipotezo H, zavrnili. Pravimo, da je v

takem primeru y¢ statisti¢no znacilen in razlike med stvarnimi in teoreti¢nim frekvencami

so tudi statisticno znacilne. Pri tem je o verjetnost, da zavrnemo nic¢elno hipotezo, ki v
resnici velja.

Test hi kvadrat se za statisticno preizkuSanje hipotez o dopustnosti prilagoditve dolo¢ene
teoreticne porazdelitve stvarni porazdelitvi uporablja v primerih, ko so teoreticne frekvence
v vseh razredih vegje od 5. Ce temu ni tako, moramo razrede, kjer je teoretiéna frekvenca
premajhna, zdruziti s sosednim razredom. Pri dolo¢anju Stevila prostostnih stopenj seveda
potem upostevamo Stevilo razredov, ki jih dobimo z morebitnim zdruzevanjem.

Primer:
Preizkusimo hipotezo, da je pri stopnji tveganja « =0,05 stvarni frekvencni porazdelitvi

za zamude letal dopustno prilagoditi normalno porazdelitev.
Podatki so zapisani v tabeli prej$njega primera.

Resitev:
PreizkuSamo nicelno hipotezo

H , | stvarna frekvencna porazdelitev se pokorava prilagojeni normalni porazdelitvi

N (21,2;56,31)

Po enacbi (11.21) izra¢unamo vrednost ;(g Pred tem pa Se uposStevamo, da prvi in zadnji
razred nimata frekvenco vecje od 5.

2
Razred (zamuda v minutah) f f,. (fi—f, )2 (f'f—f")
t,i
5,91- 15,90 22 19 9 0,474
15,91-20,09 22 24 4 0,167
20,91-25,09 26 26 0 0
25,91-30,09 16 18 4 0,222
30,91-40,09 14 13 1 0,077
skupaj 100 100 18 0,040

2
xR = Z—( i _f f) 0,940
i=1

t,i

Stevilo prostostnih stopenj je k=r—-m-1=5-2-1=2
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Iz tabele za vrednosti hi kvadrat dobimo pri k =2

0,50 < P(z*>0,940)<0,70

Verjetnost P( 7> ;(g) je torej vecja od 0,05, zato nicelne hipoteze pri stopnji znacilnosti
a =0,05 ne zavrnemo. Izra¢unana vrednost ;(g ni statisticno znacilna, to pomeni, da

razlike med stvarnimi in teoreti¢nim frekvencami niso prevelike in jih moremo pripisati
slu¢ajnim vplivom.

LA X4
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TABELE

GRSKA ABECEDA
velike ¢rke | male ¢rke | slovensko ime | anglesko ime

A o alfa Alpha
B p beta Beta
r Y gama Gamma
A ) delta Delta
E € epsilon Epsilon
Z C ceta Zeta
H n eta Eta
O 0 theta Theta
I ! jota lota
K K kapa Kappa
A A lambda Lambda
M H mi Mu
N Y ni Nu
= & ksi Xi
O 0 omikron Omicron
I1 T pi Pi
P P ro Rho
> G, G sigma Sigma
T T tau Tau
Y L ipsilon Upsilon
) o ¢ fi Phi
X X hi Chi
b d v psi Psi
Q ® omega Omega
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15
Vrednosti funkcije ¢(z) L e
2z

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 J0.39890 | 39892 | 39886 | 39876 | 39862 | 39844 | 39822 | 39797 | 39767 | 39733
0.1 | 0.39695 | 39654 | 39608 | 39559 | 39505 | 39448 | 39387 | 39322 | 39253 | 39181
0.2 | 0.39104 | 39024 | 38940 | 38853 | 38762 | 38667 | 38568 | 38466 | 38361 | 38251
0.3 J 0.38139 | 38023 | 37903 | 37780 | 37654 | 37524 | 37391 | 37255 | 37115 | 36973
0.4 J0.36827 | 36678 | 36526 | 36371 | 36213 | 36053 | 35889 | 35723 | 35553 | 35381
05 | 0.35207 | 35029 | 34849 | 34667 | 34482 | 34294 | 34105 | 33912 | 33718 | 33521
06 | 0.33322 | 33121 | 32018 | 32713 | 32506 | 32297 | 32086 | 31874 | 31659 | 31443
0.7 J 0.31225 | 31006 | 30785 | 30563 | 30339 | 30114 | 29887 | 29659 | 29431 | 29200
0.8 | 0.28969 | 28737 | 28504 | 28269 | 28034 | 27798 | 27562 | 27324 | 27086 | 26848
09 J0.26609 | 26369 | 26129 | 25888 | 25647 | 25406 | 25164 | 24923 | 24681 | 24439
1.0 | 0.24197 | 23955 | 23713 | 23471 | 23230 | 22988 | 22747 | 22506 | 22265 | 22025
1.1 | 021785 | 21546 | 21307 | 21069 | 20831 | 20594 | 20357 | 20121 | 19886 | 19652
12 | 0.19419 | 19186 | 18954 | 18724 | 18494 | 18265 | 18037 | 17810 | 17585 | 17360
13 | 017137 | 16915 | 16694 | 16474 | 16256 | 16038 | 15822 | 15608 | 15395 | 15183
1.4 | 014973 | 14764 | 14556 | 14350 | 14146 | 13943 | 13742 | 13542 | 13344 | 13147
15 | 0.12952 | 12758 | 12566 | 12376 | 12188 | 12001 | 11816 | 11632 | 11450 | 11270
16 | 0.11092 | 10915 | 10741 | 10567 | 10396 | 10226 | 10059 | 09893 | 09728 | 09566
1.7 | 0.09405 | 09246 | 09089 | 08933 | 08780 | 08628 | 08478 | 08329 | 08183 | 08038
1.8 | 0.07895 | 07754 | 07614 | 07477 | 07341 | 07206 | 07074 | 06943 | 06814 | 06687
19 | 0.06562 | 06438 | 06316 | 06195 | 06077 | 05959 | 05844 | 05730 | 05618 | 05508
2.0 | 0.05399 | 05292 | 05186 | 05082 | 04980 | 04879 | 04780 | 04682 | 04586 | 04491
2.1 | 0.04398 | 04307 | 04217 | 04128 | 04041 | 03955 | 03871 | 03788 | 03706 | 03626
22 | 0.03547 | 03470 | 03394 | 03319 | 03246 | 03174 | 03103 | 03034 | 02965 | 02898
23 | 0.02833 | 02768 | 02705 | 02643 | 02582 | 02522 | 02463 | 02406 | 02349 | 02294
24 | 0.02239 | 02186 | 02134 | 02083 | 02033 | 01984 | 01936 | 01888 | 01842 | 01797
25 | 0.01753 | 01709 | 01667 | 01625 | 01585 | 01545 | 01506 | 01468 | 01431 | 01394
26 | 0.01358 | 01323 | 01289 | 01256 | 01223 | 01191 | 01160 | 01130 | 01100 | 01071
27 | 0.01042 | 01014 | 00987 | 00961 | 00935 | 00909 | 00885 | 00861 | 00837 | 00814
2.8 | 0.00792 | 00770 | 00748 | 00727 | 00707 | 00687 | 00668 | 00649 | 00631 | 00613
29 | 0.00595 | 00578 | 00562 | 00545 | 00530 | 00514 | 00499 | 00485 | 00470 | 00457
3.0 | 0.00443 | 00430 | 00417 | 00405 | 00393 | 00381 | 00370 | 00358 | 00348 | 00337
3.1 | 0.00327 | 00317 | 00307 | 00298 | 00288 | 00279 | 00271 | 00262 | 00254 | 00246
32 | 0.00238 | 00231 | 00224 | 00216 | 00210 | 00203 | 00196 | 00190 | 00184 | 00178
33 | 0.00172 | 00167 | 00161 | 00156 | 00151 | 00146 | 00141 | 00136 | 00132 | 00127
3.4 | 0.00123 | 00119 | 00115 | 00111 | 00107 | 00104 | 00100 | 00097 | 00094 | 00090
35 | 0.00087 | 00084 | 00081 | 00079 | 00076 | 00073 | 00071 | 00068 | 00066 | 00063
3.6 ] 0.00061 | 00059 | 00057 | 00055 | 00053 | 00051 | 00049 | 00047 | 00046 | 00044
3.7 | 0.00042 | 00041 | 00039 | 00038 | 00037 | 00035 | 00034 | 00033 | 00031 | 00030
3.8 | 0.00029 | 00028 | 00027 | 00026 | 00025 | 00024 | 00023 | 00022 | 00021 | 00021
3.9 ] 0.00020 | 00019 | 00018 | 00018 | 00017 | 00016 | 00016 | 00015 | 00014 | 00014
4.0 ] 0.00013 | 00013 | 00012 | 00012 | 00011 | 00011 | 00011 | 00010 | 00010 | 00009
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2
Vrednosti funkcije d)(z):ije it
27

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 | 0.00000 | 00399 | 00798 | 01197 | 01595 | 01994 | 02392 | 02790 | 03188 | 03586
0.1 | 003983 | 04380 | 04776 | 05172 | 05567 | 05962 | 06356 | 06749 | 07142 | 07535
0.2 | 007926 | 08317 | 08706 | 09095 | 09483 | 09871 | 10257 | 10642 | 11026 | 11409
0.3 | 011791 | 12172 | 12552 | 12930 | 13307 | 13683 | 14058 | 14431 | 14803 | 15173
0.4 | 015542 | 15910 | 16276 | 16640 | 17003 | 17364 | 17724 | 18082 | 18439 | 18793
0.5 | 019146 | 19497 | 19847 | 20194 | 20540 | 20884 | 21226 | 21566 | 21904 | 22240
0.6 | 022575 | 22907 | 23237 | 23565 | 23891 | 24215 | 24537 | 24857 | 25175 | 25490
0.7 | 025804 | 26115 | 26424 | 26730 | 27035 | 27337 | 27637 | 27935 | 28230 | 28524
0.8 | 028814 | 29103 | 29389 | 29673 | 29955 | 30234 | 30511 | 30785 | 31057 | 31327
0.9 | 031504 | 31859 | 32121 | 32381 | 32639 | 32894 | 33147 | 33398 | 33646 | 33891
1.0 | 0.34134 | 34375 | 34614 | 34849 | 35083 | 35314 | 35543 | 35769 | 35993 | 36214
1.1 ] 0.36433 | 36650 | 36864 | 37076 | 37286 | 37493 | 37698 | 37900 | 38100 | 38298
1.2 ] 0.38493 | 38686 | 38877 | 39065 | 39251 | 39435 | 39617 | 39796 | 39973 | 40147
1.3 | 040320 | 40490 | 40658 | 40824 | 40988 | 41149 | 41309 | 41466 | 41621 | 41774
1.4 ] 041924 | 42073 | 42220 | 42364 | 42507 | 42647 | 42785 | 42922 | 43056 | 43189
1.5 | 043319 | 43448 | 43574 | 43699 | 43822 | 43943 | 44062 | 44179 | 44295 | 44408
1.6 | 0.44520 | 44630 | 44738 | 44845 | 44950 | 45053 | 45154 | 45254 | 45352 | 45449
1.7 | 045543 | 45637 | 45728 | 45818 | 45007 | 45994 | 46080 | 46164 | 46246 | 46327
1.8 | 0.46407 | 46485 | 46562 | 46638 | 46712 | 46784 | 46856 | 46926 | 46995 | 47062
1.9 | 047128 | 47193 | 47257 | 47320 | 47381 | 47441 | 47500 | 47558 | 47615 | 47670
2.0 | 047725 | 47778 | 47831 | 47882 | 47932 | 47982 | 48030 | 48077 | 48124 | 48169
2.1 | 048214 | 48257 | 48300 | 48341 | 48382 | 48422 | 48461 | 48500 | 48537 | 48574
2.2 | 048610 | 48645 | 48679 | 48713 | 48745 | 48778 | 48809 | 48840 | 48870 | 48899
2.3 | 048928 | 48956 | 48983 | 49010 | 49036 | 49061 | 49086 | 49111 | 49134 | 49158
2.4 | 049180 | 49202 | 49224 | 49245 | 49266 | 49286 | 49305 | 49324 | 49343 | 49361
2.5 | 049379 | 49396 | 49413 | 49430 | 49446 | 49461 | 49477 | 49492 | 49506 | 49520
2.6 | 049534 | 49547 | 49560 | 49573 | 49585 | 49598 | 49609 | 49621 | 49632 | 49643
2.7 | 0.49653 | 49664 | 49674 | 49683 | 49693 | 49702 | 49711 | 49720 | 49728 | 49736
2.8 | 049744 | 49752 | 49760 | 49767 | 49774 | 49781 | 49788 | 49795 | 49801 | 49807
2.9 | 049813 | 49819 | 49825 | 49831 | 49836 | 49841 | 49846 | 49851 | 49856 | 49861
3.0 | 049865 | 49869 | 49874 | 49878 | 49882 | 49886 | 49889 | 49893 | 49896 | 49900
3.1 | 049903 | 49906 | 49910 | 49913 | 49916 | 49918 | 49921 | 49924 | 49926 | 49929
3.2 | 049931 | 49934 | 49936 | 49938 | 49940 | 49942 | 49944 | 49946 | 49948 | 49950
3.3 | 049952 | 49953 | 49955 | 49957 | 49958 | 49960 | 49961 | 49962 | 49964 | 49965
3.4 | 049966 | 49968 | 49969 | 49970 | 49971 | 49972 | 49973 | 49974 | 49975 | 49976
3.5 | 049977 | 49978 | 49978 | 49979 | 49980 | 49981 | 49981 | 49982 | 49983 | 49983
3.6 | 049984 | 49985 | 49985 | 49986 | 49986 | 49987 | 49987 | 49988 | 49988 | 49989
3.7 | 049989 | 49990 | 49990 | 49990 | 49991 | 49991 | 49992 | 49992 | 49992 | 49992
3.8 | 049993 | 49993 | 49993 | 49994 | 49994 | 49994 | 49994 | 49995 | 49995 | 49995
3.9 | 049995 | 49995 | 49996 | 49996 | 49996 | 49996 | 49996 | 49996 | 49997 | 49997
4.0 | 049997 | 49997 | 49997 | 49997 | 49997 | 49997 | 49998 | 49998 | 49998 | 49998
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.995
0.00004
0.01003
0.07172
0.20699
0.41174
0.67573
0.98926
1.34441
1.73493
2.15586
2.60322
3.07382
3.56503
4.07467
4.60092
5.14221
5.69722
6.26480
6.84397
7.43384
8.03365
8.64272
9.26042
9.88623
10.51965
11.16024
11.80759
12.46134
13.12115
13.78672

.990
0.00016
0.02010
0.11483
0.29711
0.55430
0.87209
1.23904
1.64650
2.08790
2.55821
3.05348
3.57057
4.10692
4.66043
5.22935
5.81221
6.40776
7.01491
7.63273
8.26040
8.89720
9.54249
10.19572
10.85636
11.52398
12.19815
12.87850
13.56471
14.25645
14.95346
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975
0.00098
0.05064
0.21580
0.48442
0.83121
1.23734
1.68987
2.17973
2.70039
3.24697
3.81575
4.40379
5.00875
5.62873
6.26214
6.90766
7.56419
8.23075
8.90652
9.59078
10.28290
10.98232
11.68855
12.40115
13.11972
13.84390
14.57338
15.30786
16.04707
16.79077

.950
0.00393
0.10259
0.35185
0.71072
1.14548
1.63538
2.16735
2.73264
3.32511
3.94030
4.57481
5.22603
5.89186
6.57063
7.26094
7.96165
8.67176
9.39046
10.11701
10.85081
11.59131
12.33801
13.09051
13.84843
14.61141
15.37916
16.15140
16.92788
17.70837
18.49266

.900
0.01579
0.21072
0.58437
1.06362
1.61031
2.20413
2.83311
3.48954
4.16816
4.86518
5.57778
6.30380
7.04150
7.78953
8.54676
9.31224
10.08519
10.86494
11.65091
12.44261
13.23960
14.04149
14.84796
15.65868
16.47341
17.29188
18.11390
18.93924
19.76774
20.59923

.750
0.10153
0.57536
1.21253
1.92256
2.67460
3.45460
4.25485
5.07064
5.89883
6.73720
7.58414
8.43842
9.29907
10.16531
11.03654
11.91222
12.79193
13.67529
14.56200
15.45177
16.34438
17.23962
18.13730
19.03725
19.93934
20.84343
21.74940
22.65716
23.56659
24.47761
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.500
0.45494
1.38629
2.36597
3.35669
4.35146
5.34812
6.34581
7.34412
8.34283
9.34182
10.34100
11.34032
12.33976
13.33927
14.33886
15.33850
16.33818
17.33790
18.33765
19.33743
20.33723
21.33704
22.33688
23.33673
24.33659
25.33646
26.33634
27.33623
28.33613
29.33603

.250
1.32330
2.77259
4.10834
5.38527
6.62568
7.84080
9.03715
10.21885
11.38875
12.54886
13.70069
14.84540
15.98391
17.11693
18.24509
19.36886
20.48868
21.60489
22.71781
23.82769
24.93478
26.03927
27.14134
28.24115
29.33885
30.43457
31.52841
32.62049
33.71091
34.79974

.100
2.70554
4.60517
6.25139
7.77944
9.23636
10.64464
12.01704
13.36157
14.68366
15.98718
17.27501
18.54935
19.81193
21.06414
22.30713
23.54183
24.76904
25.98942
27.20357
28.41198
29.61509
30.81328
32.00690
33.19624
34.38159
35.56317
36.74122
37.91592
39.08747
40.25602

.050
3.84146
5.99146
7.81473
9.48773
11.07050
12.59159
14.06714
15.50731
16.91898
18.30704
19.67514
21.02607
22.36203
23.68479
24.99579
26.29623
27.58711
28.86930
30.14353
31.41043
32.67057
33.92444
35.17246
36.41503
37.65248
38.88514
40.11327
41.33714
42.55697
43.77297

.025
5.02389
7.37776
9.34840
11.14329
12.83250
14.44938
16.01276
17.53455
19.02277
20.48318
21.92005
23.33666
24.73560
26.11895
27.48839
28.84535
30.19101
31.52638
32.85233
34.16961
35.47888
36.78071
38.07563
39.36408
40.64647
41.92317
43.19451
44.46079
45.72229
46.97924

.010
6.63490
9.21034
11.34487
13.27670
15.08627
16.81189
18.47531
20.09024
21.66599
23.20925
24.72497
26.21697
27.68825
29.14124
30.57791
31.99993
33.40866
34.80531
36.19087
37.56623
38.93217
40.28936
41.63840
42.97982
44.31410
45.64168
46.96294
48.27824
49.58788
50.89218
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0.40
0.324920
0.288675
0.276671
0.270722
0.267181
0.264835
0.263167
0.261921
0.260955
0.260185
0.259556
0.259033
0.258591
0.258213
0.257885
0.257599
0.257347
0.257123
0.256923
0.256743
0.256580
0.256432
0.256297
0.256173
0.256060
0.255955
0.255858
0.255768
0.255684
0.255605

0.25
1.000000
0.816497
0.764892
0.740697
0.726687
0.717558
0.711142
0.706387
0.702722
0.699812
0.697445
0.695483
0.693829
0.692417
0.691197
0.690132
0.689195
0.688364
0.687621
0.686954
0.686352
0.685805
0.685306
0.684850
0.684430
0.684043
0.683685
0.683353
0.683044
0.682756

0.10
3.077684
1.885618
1.637744
1.533206
1.475884
1.439756
1.414924
1.396815
1.383029
1.372184
1.363430
1.356217
1.350171
1.345030
1.340606
1.336757
1.333379
1.330391
1.327728
1.325341
1.323188
1.321237
1.319460
1.317836
1.316345
1.314972
1.313703
1.312527
1.311434

1.310415

0.05
6.313752
2.919986
2.353363
2.131847
2.015048
1.943180
1.894579
1.859548
1.833113
1.812461
1.795885
1.782288
1.770933
1.761310
1.753050
1.745884
1.739607
1.734064
1.729133
1.724718
1.720743
1.717144
1.713872
1.710882
1.708141
1.705618
1.703288
1.701131
1.699127
1.697261

0.025
12.70620
4.30265
3.18245
2.77645
2.57058
2.44691
2.36462
2.30600
2.26216
2.22814
2.20099
2.17881
2.16037
2.14479
2.13145
2.11991
2.10982
2.10092
2.09302
2.08596
2.07961
2.07387
2.06866
2.06390
2.05954
2.05553
2.05183
2.04841
2.04523

2.04227

0.01
31.82052
6.96456
4.54070
3.74695
3.36493
3.14267
2.99795
2.89646
2.82144
2.76377
2.71808
2.68100
2.65031
2.62449
2.60248
2.58349
2.56693
2.55238
2.53948
2.52798
2.51765
2.50832
2.49987
2.49216
2.48511
2.47863
2.47266
246714
2.46202

2.45726

http://www.statsoft.com/textbook/distribution-tables/#t
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0.005
63.65674
9.92484
5.84091
4.60409
4.03214
3.70743
3.49948
3.35539
3.24984
3.16927
3.10581
3.05454
3.01228
2.97684
2.94671
2.92078
2.89823
2.87844
2.86093
2.84534
2.83136
2.81876
2.80734
2.79694
2.78744
2.77871
2.77068
2.76326
2.75639
2.75000

0.0005
636.6192
31.5991
12.9240
8.6103
6.8688
5.9588
5.4079
5.0413
4.7809
4.5869
4.4370
4.3178
4.2208
4.1405
4.0728
4.0150
3.9651
3.9216
3.8834
3.8495
3.8193
3.7921
3.7676
3.7454
3.7251
3.7066
3.6896
3.6739
3.6594
3.6460


http://www.statsoft.com/textbook/distribution-tables/#t
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