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IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE

1.1 DVOJNI INTEGRAL

1.1.1 Definicija dvojnega integrala

Vzemimo funkcijo f(x,y), ki naj bo definirana na obmo¢ju D, h kateremu Stejemo tudi
njegov rob (pravimo tudi: ograjo, mejo) C. Celotno obmocje s poljubnimi krivuljami
razdelimo na n manjsih delov, znotraj vsakega izberimo po eno poljubno tocko (slika 1.1).

V k-tem delu (k=1,2,...,n) naj bo to tocka T, =T(§k,nk) .Ce z AS, oznadimo $e ploi¢ino k-

tega dela, lahko tvorimo taksno vsoto:

A=Y (5,m,)AS, (1.01)

T
=

Slika 1.1: Obmogje D, razdeljeno na n delov

v

Oznac¢imo Se z 9§, dolzino0 najdaljSe spojnice dveh tock na robu k-tega dela (slika 1.2), ki ima
ploscino AS,, k=12,...,n

Slika 1.2: Najdaljsa spojnica dveh tock na robu k-tega dela
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Ce je 3¢ tole res: 5=max{5,,3, .. .4 .0, } , potem lahko definiramo dvojni integral.

Definicija: Dvojni integral funkcije f(X,y) na obmocju D je Stevilo 1, ki ga dobimo, ko
moremo vsakemu poljubno majhnemu pozitivnemu Stevilu € dolociti pozitivno Stevilo A tako,
da za vsako poljubno delitev obmocja D, za katero je izpolnjen pogoj O6<A, velja neenacba

I -Al<e, kjer je A dolocena z izrazom 1.(01), torej |I —Zn:f(fk,nk)ASk <e. Ta pogoj lahko
k=1

zapisemo tudi v obliki
I =I‘Sig(}kz=1: f (égk 'Uk)ASk
Dvojni integral funkcije f (X,y) na obmodju D oznacimo takole: ”f(x,y)ds.
D

Na osnovi zgornje definicije torej lahko zapisemo relacijo:

j j f(xy)dS=lim>" f (& 7)AS, (1.02)

Dvojni integral (1.02) je mogoce primerjati z (doslej znanim) dolo¢enim integralom, le da
imamo sedaj v integrandu funkcijo dveh spremenljivk. Tudi tu je seveda integral definiran z
vsoto neskoncno mnogo neskon¢no majhnih delcev.

1.1.2 Lastnosti dvojnega integrala

Iz definicije (1.02) dobimo lastnosti dvojnega integrala, ki so primerljive z lastnostmi ze od
prej znanega dolocenega integrala in sledijo iz lastnosti sestevanja.

Ce obstajajo dvojni integrali funkcij f (x,y) in g(x,y), potem veljajo naslednje relacije:

1. Vsota funkcij v integrandu

[JLfy)xa(xy)Jds =[] (xy)as[[g(x.y)ds (1.03)

D

To lastnost lahko ugotovimo iz definicije dvojnega integrala (1.02), saj je res tole
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_U[f(X,y)ig(x,y)]dS:!sl_rQZ[f é:k’nk éim)]ﬂs =
=!siﬂ3kz:l:[ ko7l } !}_’I}Z[ é:k T ]AS ” X y dS+Ug X y

2. Produkt s konstanto

j j C-f(x,y)dS=C- j j f (x,y)dS (1.04)

V (1.04) je C poljubna konstanta. Tudi to lastnost lahko dokazemo brez tezav iz definicije
dvojnega integrala:

n

[[c-f (xy)ds=lim> C- (& m,)AS, =C-im" f (5,:n,)AS, =C-[[ f (x.y)ds

k=1

3. Delitev obmocja

[[fuy)ds=[[f(xy)ds+[[ f(xy)ds (1.05)

To lastnost si lahko predstavimo z grafi¢nim prikazom (slika 1.3):

yA

—

<\

Slika 1.3: Delitev obmoc¢ja D na obmocji D1 in D2

v

Dokaz spet sledi iz definicije (1.02).
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Brez dokaza povejmo Se dve lastnosti:

4. Ce za vsako tocko T(x, y) velja f(X,y)Sg(X,y), potem je

[[f(xy)ds<[[a(xy)ds (1.06)

D

5. Absolutna vrednost dvojnega integrala:

‘ij f(xy)dS

< j j | (xy)ds (1.07)

1.1.3 Geometri¢ni pomen dvojnega integrala

Enatba z=f(x,y) pomeni neko ploskev v prostoru. Naj bo sedaj funkcija f(x,y) na
obmoc¢ju D povsod pozitivna. Produkt f(fk,nk)ASk v vsoti (1.01) pomeni prostornino prizme

z osnovno ploskvijo AS, in visino f(& ), kar je priblizno enako prostornini telesa, ki ga
doloca ploskev nad k-to parcelo (slika 1.4).

Vsota (1.01) torej pomeni priblizno prostornino telesa, ki ga doloc¢a ploskev z = f (X, y) nad
obmoc¢jem D, to je

n

Ve) f (é:k 1T )ASk

k=1

Ko gre 6—0 oziroma n—oo, pa je desna stran po definiciji (1.02) kar dvojni integral
funkcije z=f(x,y). Torej je dvojni integral te funkcije nad obmoGjem D kar enak

prostornini telesa, dolo¢enega s ploskvijo z = f (X, y) nad obmoc¢jem D:

V=[[f(xy)ds (1.08)

D
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C

<y

\\
-
N

Slika 1.4: Prostornina telesa z osnovno ploskvijo AS,

1.1.4 Racunanje dvojnega integrala

Brez $kode za splosnost lahko obmoc¢je D razdelimo na parcele kar s premicami, vzporednimi
z obema koordinatnima osema (slika 1.5).

Sedaj je AS,=Ax-Ay in v limitnem procesu, ko gre dolzina najdaljSe zveznice dveh tock v
posameznih parcelah proti 0, je mogoce zapisati dS=dx-dy .

Doloceni integral tedaj zapiSemo v obliki, ki jo lahko uporabimo v konkretnih racunskih
prakti¢nih primerih:

I=[[ £ (x.y)ds =[] f (x,y)dxdy (1.09)

10
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A
y
/ i N
/
J, 7
Ay nk ,/ 0 Tk
N )4
N 7
& X

_> 4—

AX

Slika 1.5: Obmocje D, razdeljeno na n delov z vzporednicami koordinatnima osema
Sedaj je AS,=Ax-Ay in v limitnem procesu, ko gre dolzina najdaljSe zveznice dveh tock v
posameznih parcelah proti 0, je mogoce zapisati dS=dx-dy .

Doloceni integral tedaj zapiSemo v obliki, ki jo lahko uporabimo v konkretnih racunskih
prakti¢nih primerih:

I=[[ £ (x.y)ds =[] f (x,y)dxdy (1.09)

D D

Vsa pravila (1.03) — (1.07) se seveda ne spremenijo.

Omenimo $e izrek o povprecni vrednosti dvojnega integrala:

”f(x,y)dxdy:f(xo,yo)P (1.10)

kjer je P povrsina obmocja D.

Zapis (1.09) sugerira moznost, da dvojni integral funkcije f(x,y) nad obmo&em D

izra¢unamo tako, da ga pretvorimo v dve zaporedni integraciji (v smeri ene in v smeri druge
neodvisne spremenljivke), kot bomo videli v nadaljevanju. Dvojni integral bomo spremenili v
dvakratni integral.

11



IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE

Naj bo obmocje D najprej doloc¢eno z naslednjima dvema neenacbama (slika 1.6):

D: asx<b in g(x)<y<h(x)

»
»

a b X

Slika 1.6: Obmogje D, doloceno s krivuljama g(x) in h(x) na intervalu [a,b]

Krivulji g(x) in h(x) dolocata mejo obmocja D. Tedaj velja:

” f(x,y)dx dyzirf) f(x, y)dy}dx (1.11)

al g(¥)

h(x)
V (1.11) najprej integriramo notranji integral j f(x,y)dy, kjer je integracijska spremenljivka
9(x)
y in tedaj x predstavlja konstanto. Rezultat tega integrala je neka funkcija, odvisna od x, npr.
F(x), torej

F(x)= | f(x,y)dy

«Q =
= =

in (1.11) se glasi

D g(x) a

H (x,y)dxdy= J.D’x f(xy dy} 'T F(x)dX (1.12)

12
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Integral (1.12) je dologeni integral funkcije F(x)s spodnjo mejo a in zgornjo mejo b, kar ze

znamo izracunati.

Na podoben nacin lahko izra¢unamo dvojni integral, ¢e obmocje D omejimo z drugim parom
neenacb (slika 1.7):

D: c<y<d in p(y)<x<q(x)

y A
d C e S—
D
N q)
C ¢
—

Slika 1.7: Obmogje D, doloceno s krivuljama p(y) in g(y) na intervalu [c,d]

Tedaj velja:

H f (x,y)dxdyj.r]-y) f (x,y)dx}dy (1.13)
D c p(y)

V zapisu (1.13) spet najprej integriramo notranji integral, Kjer je integracijska spremenljivka x

in y tedaj predstavlja konstanto. Rezultat tega integrala je neka funkcija, odvisna od y, npr.
G(y), torej

a(y)
G(y)= J' f(x,y)dx
p(y)

in (1.13) se sedaj glasi:

H (x,y)dxdy= J‘rf[y f(xy dx] jG(y)dy (1.14)

D p(y c

13



IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE

Integral (1.14) je doloceni integral funkcije G(y)s spodnjo mejo ¢ in zgornjo mejo d, ki ga pa

7e znamo izradunati.

Opomba:
Dvojni integral smo zapisali kot dvakratni integral in ga tako tudi raCunamo.

a

b| (x)
Kar se ti¢e oznaCevanja, namesto zapisa ” f (X,y)dxdy=J.{ I f(X,y)dy}dX lahko uporabimo
D 9(x)
b h(x)
tudi taksno pisavo: [[ f (x,y)dxdy=[dx [ f(x.y)dy-.

D a(x)

df ay)
Podobno seveda v drugem primeru. Namesto | f(x,y)dxdyj{ | f(x,y)dx]dy dvojni
D

c| p(y)

d )
integral lahko pisemo takole: Ij'f(x,y)dxdyzjdy I f(x,y)dx.
D c p(y)

V nekaterih primerih obmocja D ne moremo predstaviti z neenacbama, kot smo opisali
zgoraj. V taksnih situacijah pa je potrebno v skladu s pravilom (1.05) obmo¢je D razdeliti na
manjs$a (pod)obmod¢ja in nato na vsakem od njih uporabimo bodisi moznost (1.11) bodisi
moznost (1.13). Na vsakem (pod)obmodju izra¢unamo dvojni integral in nato posamezne
reSitve seStejemo, s ¢imer dobimo vrednost dvojnega integrala nad celotnim obmoc¢jem D.

Primer:
2 2x
Zamenjajmo vrstni red integriranja v integralu Izﬂf(x,y)dxdyzj'dxj f(x,y)dy, kjer je torej
D 1 X

obmocje D dolo¢eno s premicami y=X,y=2X,X=1,x=2 (Stirikotnik KLNM na sliki).
Resitev:
Obmogje integriranja D je tak§no: 1<x<2, x<y<2x oziroma x€[1,2],y e[x,2x].

Ce pa zamenjamo vrstni red integriranja, moramo lik KLNM razdeliti na dva trikotnika KLM
in MLN in vidimo, da je obmoc¢je D tedaj sestavljeno iz dveh obmocij D, in D,, pri ¢emer je

D,: ye[L2], xe[Ly]

D, :ye[2.4], xe[%,Z} .
Torej imamo:

I :” f(x, y)dxdy:J%de f(x, y)dy:j-dyi f(x, y)dx+idyi f(x,y)dx

2

14
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A

y y=2X
N y=X

4
2 M L
1

0o 1 ) X

x=1 X=2

Vzemimo, da naj bo f(x,y)=1.

V prvem primeru je dvojni integral:
2

2 2X 2 . 2 2 3
J;'[f (x,y)dxdy=!dxl‘dy=!y|i dxﬂxdx:%{ =

1
Druga moznost pa je
2y 4 2 2 4 2 4 y
J'J'dxdy :J'dyjdx+jdyjdx=.[x|ly dy+.[x|;dx=f(y—1)dy+_|'(2—§jdy=
y 1 2 1 2

D 1 1 2
2

2
y’ y:
=L — oy—2L_
PEERY

Rezultat je seveda enak v obeh primerih.
"

4

3

2

2

Primer:

Izratunajmo dvojni integral funkcije F(X,y)=X+y na obmo&ju D, danem s pogoji
x>0, y>0, x+y<1.

Resitev:

V pravokotnem koordinatnem sistemu najprej nariSimo obmocje D. To obmocje je omejeno z
neenacbama 0<x<1 in 0<y<1-x.

15
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v

0 y X
Po formuli (1.11) lahko zapisemo
1

[ x| ﬁ | (x,y)dy}dx jﬁ(xw)dy}dx_ j{xyq: e

0

* e

Primer:
2
Izra¢unajmo Hx—zdxdy, ¢e je obmocje D omejeno s krivuljami x=2,y=x, y:1 (slika).
oY X

Resitev:

J.J.—dxdy jdxj—dy jx (—szx [ (—%+x]dx:Jj x+x)dx—(—x—;+§]2=%

1

X X

A
y
4
y=x
2
D
1
N~ y=x"
0 1 2 X
X=2

16
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Primer:
Izratunajmo dvojni integral funkcije F(X,y)=x+y, &e je obmogje D doloteno s pogoji
x>0, y>0, x+y<1lin y+4x<2.

Resitev:

Tudi sedaj najprej nariSimo obmocje D.

Vidimo, da bo sedaj potrebno obmodcje D razdeliti na ve¢ delov (na dva ali na tri), pri Cemer
upostevamo, da je tocka T kot prese¢is¢e premic X+y<1 in y+4x<2 dana s koordinatama

Te@-

v

0 \ 1\ X

Vzemimo, da smo obmocje razdelili na tri dele takole:

1

Obmocje Da: OSXSE ESygl—x
.. 1 2
Obmocje D: Osxﬁg : OSyS§
.. 1 1
Obmocje Da: §SXSE , 0<y<2-4x

17
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JEEEEEEEEEEEEEEEEEE

(@)
v

0 U3 12 1 X

Od tod dobimo tri dvojne integrale:

o
Il
W | P —N |

312
(2—6x+4x2)dx:{2x—3x2+4?x} _11

Il
W — N |

Iskani dvojni integral je vsota vseh treh:
4 1 11 63 7

81 9 324 324 36

1244

18
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1.1.5 Uporaba dvojnega integrala

Dvojni integral ima mnogo geometrijskih in fizikalno-tehni¢nih moznosti uporabe. Oglejmo
si moznosti za racunanje ploS¢ine lika, prostornine telesa, teziSCa telesa in vztrajnostnega
momenta telesa.

1.1.5.1 Plos¢ina lika

Plos¢ino lika (obmocja ) D dobimo iz geometrijske interpretacije dvojnega integrala (1.08),
ko za funkcijo vzamemo konstanto ena, f(X,y)=1. Volumen prizme z vi§ino ena (merska
enota) je Stevil¢no kar enak ploscini osnovne ploske, torej velja

S=_U dxdy (1.15)

Primer:
IzraGunajmo ploséino lika, omejenega s premico y=x ter parabolo y*=x.

Resitev:
Na sliki vidimo, za kaksen lik gre in kak$ne so meje za integriranje v smeri ene in druge
smeri.

A

y

v

Obmogje D razberemo iz slike: xe[0,1] , ye [X,+\/;]. Potem je ploi¢ina:

5= ij dxdyz_:[dxfdy::mfdx::[ (&‘Xﬁx%

1244

19
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Primer:
Izracunajmo ploséino lika iz enega od prejs$njih primerov (slika).

JEEEEEEEEEEEEEEEEEN

o

v

b 1w 1w 1

Posamezna obmocja so taksna:

1 2
D: xel0,=], —,1-X
: e{ 3} ye{s }

%1—x % % 1 1
S, =|| | dy|dx=|[y]z dx=[| Z—x dx=—
1'([_!)’ Xl[)’g X_([[3 xjx18
3
12 1 1
il o2 3202
SZ=I J.dy dx:J.[y]gdx=_|'—dx=—
0| 0 0 03 9
1 1 1
S —_T Z_fXd dx—J%[ ]24de—j'(2—4x)dx—(2x—2x2)F—i
Sl g K & i - 1718
3 3 3
Skupna plas¢ina pa je: S=S,+S,+S _6_1
pnap paje: S=5,+8,+5,= 2=2

e

20
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1.1.5.2 Prostornina telesa

Prostornina telesa omejenega s ploskvijo z = f (x, y) in pripadajo¢im obmoc¢jem D na ravnini
(%, Y), je (slika 1.8):

V :H f(x,y)dxdy (1.16)

D

Slika 1.8: Prostornina telesa

Primer:
IzraGunajmo prostornino telesa, ki ga tvori prostorska ploskev z enatbo z=4x*+9y’ nad

osnovno ploskvijo D na ravnini (X, y), pri ¢emer je obmocje D pravokotnik z ogliséi (0, 0),
(3,0),3,2)in (0, 2).

Resitev:
Osnovna ploskev D na ravnini (x, y) je prikazana na spodnji sliki.

123
2

v

21
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Prostornino telesa bomo izracunali po formuli (1.16)

V:L[f(x,y)dxdyzﬂ(4x2+9y2)dxdy:J‘[J:' (4% +9y? dyj

3

JS‘(4x y+—— ] dx= j (8x*+24)dx= [—+24x1 =144
0

0

Seveda bi enak rezultat dobili, €e bi integrirali najprej po X in Sele nato po Y.

V= _Uf x y dxdy IJ‘ 4x +9y? dxdy J.U 4x +9y )dxjdy_
D

2

2 43 £ 27y°
—~ 49v?x | dy=|(36+27y?dy=| 36y+—2— | =144
l(s ylv!( y)dy(y 3]

0

*

Primer:
IzraCunajmo prostornino telesa, omejenega s ploskvijo f(X,y)=4—X2—y2 v mejah
x=-1, x=1, y=-1 y=1in z=0.

Resitev:
Na ravnini (X, y) je obmocje D pravokotnik in prostornina telesa bo:

1 1
Vfddd4—d4—y—d_
gxyxijj X )yjl(yxy jlx

_KQ_ zj E_Z_X _40
A 3" 3), 3

yA

]

1 0 1 g

1

(222
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Primer:
Izracunajmo prostornino telesa, omejenega s ploskvijo Xx+y+z=1za x>0,y>0,z>0 (prvi

oktant).
Resitev: Racunamo prostornino piramide, kot vidimo na spodnji sliki.

A
z

v

Osnovna ploskev piramide na ravnini (X, y) je trikotnik, omejen s koordinatnima osema in
premico x+y=1.

Obmogje D je dologeno tako: x€[0,1], y €[0,—x+1]

v
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Iz obeh slik vidimo meje integrala in po formuli (1.16) velja:

—x+1

V= _”f x y dxdy jdell X— y dy:j[y xy——j
D 0

0

1.1.5.3 Tezisce

Naj pomeni f(x, y) gostoto mase (to je masa na plos¢insko enoto) na ravnini (X,y). Skupna
masa M na obmocju D je potem

M = j j f (x,y)dxdy (1.17)

A%

Tezisce te mase na obmocju D je dano s koordinatama:

i x Y dxdy
M5
(1.18)
1
A _ﬁ” x y dxdy
D

1.1.5.4 Vztrajnostni moment

Vztrajnostni moment mase, za katero poznamo njeno gostoto f(x,y) na obmocju D, je glede
na os x

J, :'”'y2 f (x, y)dxdy (1.19)

D
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in glede na osy:

J, :J.J'x2 f(x, y)dxdy (1.20)

D

Primer:
IzraCunajmo tezi$Ce in vztrajnostna momenta obmocja D, ¢e je na njem dana gostota mase

f(x,y):l. Obmogje D naj bo doloceno s pogoji: 0<x<1, 0<y<+1-Xx*.

Resitev:
Obmocje D je Cetrtina kroga (v prvem kvadrantu) s polmerom 1 (slika).

C
v

OT 1 X

Maso obmocja D izra¢unamo po formuli (1.17)

2

M =_[ f(x,y)dxdy= J'J'dedy:.l[rljjxdy}dx:_lfﬂ dx

Nedoloceni integral J. V1-x*dx resimo s substitucijo X=sint oziroma t=arcsinx. Od tod je
dx=costdt in

I =J'\/1—x2 dx=Icostht
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1+cos2t .

Zaradi cos’t= je ta nedolo¢eni integral

I :I\/l—xzdx:jcosztdt:1t+lsin2t+c
2 4
Ko zapisemo t=arcsinx, dobimo
- 1 1. .
I =jx/1—x dx:zarcsmx+zsm(2arcsm x)+C

Torej je iskana masa M:

1

1
M :l, M—xdx=1 :[%arcsin x+%sin(2arcsin x)j =

0

n3a

Za koordinati tezis¢a obmocja D uporabimo formulo (1.18):
1 4 aiid g
X =— || X f (X, y)dxdy=—|| xdxdy=— xdy |=— | Xxy/1—x"dx
X1 Gnpoay=_ [y [y |
Nedoloceni integral JX\/l—Xz dx resimo s substitucijo t=1-x* in dobimo

1
e =ﬂ_[xx/1—x2dx=ﬂ%=i

Ty n3 3n

Ordinata teziSca:

0

= 12 14 2
Yr ﬁgyf(x,y)dxdy%ﬂ I ydy}dx%j{y—l =2 [ =t

Tezis¢e obmocja D je torej v tocki T(Si,sij . Zaokrozeno na dve decimalki (3iz0,42) je
T 31 s

Vv v

iskano tezis¢e v tocki s koordinatama T(O.42,0.42) , kar je grafi¢no prikazano na spodnji sliki.
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0,42 T (0,42; 0,29)

S Q-

0 0,42 1

Izra¢unajmo $e Vvztrajnostni moment. V ta namen uporabimo formulo (1.19):

1|1 1 ()8 =3 1 -
JXJ.J.ny(X,y)dxdyJ.{ j yzdy}dxj (?] dng,[ (1—x2) dx
) o| 0 0 0

0

1
Nedoloceni integral I:%J. (1—X2)3dx bomo reSili s substitucijo x=sint. Tedaj je
0

dx=costdt , spremenita se seveda tudi meji: spodnja meja je 0 za spremenljivko X, torej je
zaradi O=sint=t=0 spodnja meja sedaj za spremenljivko t tudi 0; novo zgornjo mejo
dobimo podobno: za spremenljivko x je zgornja meja 1, zato iz 1=sint vidimo, da je zgornja

meja za spremenljivko t torej %

J, :%I (1- xz)3 dX:%J; [(1—sin2t)3 costdt :%icos4t dt

O tod

Zaradi Icos“tdt=§t+%sin2t+3—lzsin4t+c dobimo

T

2
JX:l §t+£sin2t+isin4t
318 4 32 o

z
16

Na podoben nacin po formuli (1.20) izraGunamo $e
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J —ﬂx f(x,y)dxdy= J’[ Tz 2dy] 1723

Seveda sta vztrajnostna momenta pri rotaciji glede na os x in na os y enaka, saj je lik
simetric¢en glede na obe koordinatni osi.
"o

1.1.6 Uvedba novih spremenljivk v
dvojnem integralu

Pri uporabi dvojnega integrala v prakti¢nih primerih pogosto pride do zahteve, ko moramo
zaradi poenostavitve v dvojnem integralu vpeljati novi spremenljivki. Ce v dvojni integral
namesto spremenljivk x in y vpeljemo novi spremenljivki u in v, torej

x=x(u,v), y=y(u,v), velja relacija

] £ (xy)dxdy= ﬂ v),y(u.v)) Zgz)) dudv (1.22)

Integracijski spremenljivki x in y sta izrazeni z novima spremenljivkama u in v, diferenciala
dx in dy pa sta izraZzena z du in dv,

ox.y) dudv

o(u,v)

dxdy=

_1o(xy) I _
Tu je absolutna vrednost Jacobijeve* determinante J

a(u,v)
OX OX
o(xy) |au ov
J= = 1.22
o) |y oy R
ou ov

! Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 — 1851), nemski matematik
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Zaradi uvedbe novih spremenljivk se seveda spremeni tudi obmocje integriranja. Za
spremenljivki x in y smo obmocje oznacili z znakom D, za spremenljvki u in v pa ga
oznac¢imo z znakom D*.

V konkretnih primerih velikokrat uvedemo polarni koordinati r in ¢. Vemo, da v tem

primeru med pravokotnima in polarnima koordinatama velja naslednja zveza
X=rcos@, y=rsing.

A
X,y
T
r
¢
Jacobijeva determinanta je:
ox %
o(X, 15, cose —rsin )
J= ( y): o oo =P (PerOSZq)H’SInZ(p:I’
o(r.p) oy oy| |sing rcose
or oo
o(X,
3220 (1.23)
o(r,e)
Formula (1.21) se v tem primeru glasi
H f(x, y)dxdyzﬂ f (rcose,rsing)rdrde (1.24)
D D*

V formuli (1.24) je D" obmogcje na ravnini (r, (p) , ki ustreza obmocju D na ravnini (X, y).
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Primer:
V prej$njem primeru smo izracunali vztrajnostna momenta Cetrtine kroga. Integriranje je bilo
dolgotrajno in neprijazno. Rezultat dobimo mnogo enostavneje z uvedbo polarnih koordinat

X=rcos¢, y=rsing. Novi spremenljivki dolo¢ata integracijsko obmogje D* takole: r e [0,1]

in @ e{o,ﬂ . Sedaj bo:

]

21
3,=[[ydxdy=[[(rsing) rdrde=[ [r’sin’ pdr do=
D D' 00
g' i 1 1. . rt ' nl =
_[ein? s |(1 1 (Y| =1 =
_lsm (pdq)!r ar= (2(“45'”2(')]0 [41 44 16

Na podoben nacin dobimo tudi J
1224

y*

Primer:

Izradunajmo dvojni integral funkcije f(X,y)=x*+y® nad obmo&jem D, ki ga vidimo na
spodniji sliki.

Resitev:

Obmocje D je omejeno s Stirimi premicami, ki smo jih oznacili zaporedoma z znaki a, b, ¢ in
d. Enacbe teh premic so po vrsti naslednje

Premica a: y=x+1 oziroma x—y=-1

Premica b: y=x-1 oziroma x—y=1
Premica c: y=—x+1 oziroma x+y=1
Premica d: y=—x-1 oziroma x+y=-1
A
b
1 0 1 X
N
LY
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Vidimo, da imamo na levi strani ena¢b premic izraza (x+y) ali pa (x-y), na desni pa konstanto
1 ali -1. Zato bo smiselno vpeljati novi spremenljivki u in v takole:

U=X+Yy in v=x-y.

Na ta nadin se enacbe teh premic v koordinatah (u,v) precej poenostavijo. Premica a ima

sedaj enacbo v=-1, premica b ima enacbo v=1, premica ¢ ima enacbo u=1 in premica d ima
enacbo u=-1.

Obmocje D na ravnini (x,y) smo s to substitucijo pretvorili v obmo&je D" na ravnini (u,v),
kar vidimo na spodnji sliki.

d v c
1 b
-1 0 1 u
a
1

Iz substitucije u=x+y in v=x—y dobimo:

MLV
2 2

Parcialni odvodi so zaporedoma

ox 1 ox 1 oy 1, 9o 1
ou 2 ov 2 au ov
Se Jacobijeva determinanta
x o |11
j0y) _fou ov| |2 2| 1
o) oy ayf |1 1|2
ou ov| | 2 2

Od tod izratunamo:
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o n-{13 o
:% iiuZdudw”v dud} Du dujdv+jdujv dv}

|

11
{dudv_ J. u?+v2 dudv:
-1-1

31

SLILR VT, v _2
a3, =g |3

| =

*e

Primer:
Izra¢unajmo prostornino telesa, omejenega s koordinatno ravnino (x,y) in ploskvijo (ravnino)

v prostoru f(x,y)=x—y+4, ¢e je obmocje D na ravnini (x,y) krog, ki ga omejuje kroznica z

enacbo X*+y°=1.

Resitev:
Telo, katerega prostornino ra¢unamo, je prisekani valj, njegova osnovna ploskev na ravnini
(X, y) je krog s sredis¢em v koordinatnem izhodi$¢u in polmerom 1.

Obmogje D je dano z mejama: xe[-11],y e[—\/l—xz,\/l—xz } Ker pa je obmogje D krog

s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u, Ki je simetri¢en na osi X in'y, ga lahko poenostavimo
tako, da v integralu vzamemo za meji samo eno Cetrtino kroga v prvem kvadrantu, nato pa
upostevamo, da je celotno obmocje D Stirikrat vecje.

1 N2
sz f(x,y)dxdyz.[dx j (4+x—y)dy= 4Idxj (4+x—y)dy
D RN 0
Resimo ta integral.
1 @ 1 i
_ _ y 1-x*
V_4.(|)'dx _([ (4+x—y)dy_4ﬂ4y+x —?l dx= 4j[4 1-X% +Xy/1-X° — — X

Posamezne integrale reSimo posebej kot nedolocene. Prvega Il:jxfl—xzdx uzenemo s
substitucijo: x=sint=-dx=costdt .

Od tod je:

I, = [N1-x dx=[/1-sin’t costdt= cos’tdt = | Mdt =

:%(t+%sin2t)+c :%(t+sintcost)+C :%(arcsinx+ Xy/1- X2 )+C
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Drugi integral |, =[xy1-x*dx resimo s substitucijo: t=1—-x*=dt=—2xdXx .
2

| w

| _Ixxfl— dx_——jtzdt_—l vocot (%) +C

3

N |

2
-X° .
5 dx je elementaren:

. 1
Tretji integral 1,=|

1 2
V= 4](4 X 4 xaIxe -2 dex=
9 2
1 1 i
3
=4 2(arcsmx+x 1-X ) ( = (1—x2) j— S x=X | zax
3 2 3 A

Resitev pa dobimo precej enostavneje in hitreje, ¢e v dvojni integral uvedemo novi
spremenljivki. Ker je osnovna ploskev krog, bosta v ta namen pripravni polarni koordinati

o(xy) _
o(r.o)

Meji sta sedaj konstantni, med 0 in 2z zakot ¢ inmedOinlzar.

X=rcose, y=rsing. Jacobijeva determinanta v tem primeru je J=

Od tod dobimo

2r 1
V=II(4—rc05¢—rsin¢)rdrd¢= Id¢f(4—r005¢—rsin¢)rdr=
s
r 2z 1
:I(———COSQ——SIHQ] = j[Z—gcow——smgo)dgo
0 o 0
—(2 —lsin +lcos 27[—4;;
® 3 ¢ 3 @ 0
*"e
Primer:

Izra¢unajmo prostornino telesa, omejenega z ravnino (X, y) in krivuljo v prostoru f(x,y)=x3

nad obmoé&jem D, ki ga dolo¢a kroZnica z enaébo X*+y*=a’.
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Resitev:
Tudi tu bomo vpeljali polarni koordinati s substitucijo x=rcose,y=rsing. Jacobijeva

determinanta je J =a(x,y) =r. Obmogje D" je dologeno tako: re[0,a], ¢<[0,2x] .

o(r.¢)

Y, =”x3dxdy=”r3cos3go-rdrdgp:Td(pTr“cos?’godr:
D D" 0 0

a

28 4a° 3 4a°( . sinfp)? 8a°
=4|| —cos’p | dp=——|cos®pdp=——{ sin =
!(5 40(” 5! wo="g NP3 REE
)
Opomba: J.cosf*xdx:sinx—SIn XiC.
*e
Primer:

IzraCunajmo vztrajnostni moment krozne plosée glede na tangento na krog.

Resitev:

Vzemimo, naj ima kroZna plos¢a s polmerom a sredisc¢e na obscisni osi v to¢ki S(a, 0), tako
da je tangenta, glede na katero raCunamo vztrajnostni moment, kar os y (slika).

Tudi v tem primeru bomo vpeljali polarni koordinati x=rcose, y=rsing.

A

0 S(a,0) 2a X

v

Velja (1.20), to je J, =Hx2 f (x,y)dxdy. V tem primeru imamo ploskev (lik) in tedaj je gostota
D

mase enaka enoti f (x, y):l, zato vztrajnostni moment lika glede na os y izraCunamo po
formuli
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J, :ﬂx2 dxdy:J.jrzcos2 prdrde.
D D

Obmogje D je doloceno takole: (pe|:—g,gjl, ref0,2acosg|, kot je razvidno iz zgornje
slike.

T
2acosg

2 z 2acos
Jy:_”rzcoszcordrdgo: i( f I‘Sdr]COSZgodgo: JZ‘ [%J ¢0082¢d¢:
D’ z\_ 0 N

0
2

3 1 5 5 5 . Y 5za
=4a’* | cos® pdp=4a*| =cos’ psinp+-—p+—sin2¢p+——sin4 =

I e (6 167 20 T g ¢]” 4

2

Opomba:

I :J‘cos6 xdx==c0s> xsin x+£x+isin2x+isin4x+c
3] 16
*e
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1.2 TROJNI INTEGRAL

1.2.1 Definicija in racunanje trojnega integrala

Na podoben nacin, kot smo uvedli dvojni integral, lahko definiramo tudi trojni integral. Samo
kot opombo povejmo, da moremo mutatis mutandis definirati tudi Cetverni, peterni,....,
splosno mnogoterni integral, vendar tega tukaj ne bomo storili, ker jih ne bomo potrebovali.
Definirajmo torej trojni integral.

Naj bo f(x,y,z) dana in znana funkcija na nekem prostorskem obmocju D. To obmodje

razrezimo na N manjsih prostorskih obmocij s prostorninami AV, , k=1,2,...,n. Brez Skode za

splo$nost smemo vzeti, da smo obmocje D razrezali z ravninami, vzporednimi koordinatnim
osem, torej so ta manjSa prostorska obmocja kvadri.

V vsakem tak§nem obmodju vzemimo po eno poljubno tocko T (§,n,.C,). Sedaj tvorimo
produkte f(& .5 )-AV,, ki jih seStejemo za vse k=L2...n in dobimo izraz

D f(& M)AV, . Ce oznagimo z & najvedji prostorski premer prostorskih podobmotij, je
k=1

trojni integral definiran takole:

n

([Tt (xy.2)av =lim> (&, n.5,)-AV, (1.25)

50 =

Pri tem smo privzeli, da je funkcija f(x,y,z) v (1.25) zvezna na obmo¢ju D, samo prostorsko

obmocje D pa je omejeno s koncno mnogo gladkimi ploskvami.

Vzemimo, da je prostorsko obmocje D kvader, ki ima robove vzporedne s koordinatnimi osmi
(slika 1.9) . Ravnine D1, D2 in D3 naj bodo projekcije kvadra na ravnine (x, y), (X, z) in (y, z).
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A
\
I s |

N9
o

Slika 1.9: Prostorsko obmocje D je kvader

Funkcija f(x,y,z) naj bo integrabilna na kvadru D. Za vsak xe[a,b] in vsak ye[c,d] naj
f
obstaja integral If(x,y,z)dz . Tedaj velja tale formula:

| IH (xy.z)dv = ”{f (x.y.2) dZ}dxdy (1.26)

Integral (1.26) pa zaradi lastnosti dvojnega integrala lahko napisemo tudi v tejle obliki:

HI X.y.z)adv IMI X,¥,2 dZ}dy}d (1.27)

Trojni integral lahko piSemo tudi tako

ﬂ_f f(x,y,z)dV = _[ ﬂ f (x,y,z)dxdydz (1.28)
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Kadar prostorsko obmoc¢je D ni kvader, je postopek podoben. Tudi tu ozna¢imo projekcijo
tega obmogja na ravnino (X, y) Z D1, ki v splognem ni pravokotnik. Ce v poljubni to¢ki T(X, y)
na obmocju Di postavimo pravokotnico na ravnino (x,y), ta pravokotnica prebode mejno
ploskev prostorskega obmocja D v dveh tockah, najprej na visini Z:(p(x,y), nato pa $e na

vi§ini z=y(X,y). V tem primeru velja enacba

HI (x.y,2)dv H{ f (x,y.2) dZ}dxdy (1.29)

V (1.29) je potrebno najprej nato izracunati dolo¢eni integral v oglatem oklepaju, nato pa Se
dvojni integral, ki ga poznamo iz prejSnjega poglavja.

Formulo (1.29) torej lahko pisemo tudi enostavneje:

_m (x,y,2)dV = Idxjxdyj f(x,y,z)d (1.30)

Primer:
Naj bo f(X,y,z)=Xx+Yy+2z. Izratunajmo trojni integral te funkcije, Ge je prostorsko obmogje
kvader z mejami xe[0,1], ye[0,2] in z€[0,3].

Resitev:
Uporabili bomo formulo (1.27).

rosnfcosapl bl
{ (xz+yz+2? }dy}dbi{i (3x+3y+9) dy}dx—
I(Sxy+—+9y} 1

Il
O S
Oy N

=27

6x>
dx j(6x+24)dx T+24X
0

0 0

1244
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Primer:
Izracunajmo trojni integral funkcije f(X,y,Z)=X+ y+2 po prostorskem obmocju D, ki naj bo
sedaj tristrana piramida z ogli$¢i v tockah O(0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0) in C(0,0,1).

Resitev:
NariSimo skico te piramide z danimi oglis¢i.

Enacba ravnine, ki gre skozi tocke A, B in C, je X+y+z=1. Prostorsko obmocje D je
piramida OABC, ki v smeri 0si z zavzame vse vrednosti med z=0 in z=1-x-y, v Smeri 0Si
y zavzame vse vrednosti od y=0 do y=1-x (na ravnini (x,y)) ter v smeri osi x vse vrednosti
med x=0 in x=1. Uporabimo (1.30) in zapisemo:

I_.mf (x,y,z)dxdydz = J.dx '[X dy I X,y,z)d
D a y11 :);:(x Y Zz Lxy
=Ide.dy ! X+Yy+z)dz= .([d Idy{x2+yz+?} =

0

o Ty -2 )y= LT 2 b L 2 X L X L
_.[dxl. (1 X" -y 2xy)dy_2.(|;(3 x+3x]dx_2{ X——+ }0_8

122/

Za f(x,y,z)=1 je trojni integral kar prostornina V prostorskega obmogja D.

V= j j j dxdydz (1.31)
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Izraz dV =dxdydz je prostorninski element tega obmocja.

Primer:
Izratunajmo prostornino telesa, omejenega z ravnino x+z=1 in ravnino (x,y) v mejah

x=0,x=1 in y=0,y=1.

Resitev:
Telo ABDFEO vidimo na spodniji sliki.
A
z
1]|E °F
D >
0 1 y
1
A B
X

1 1

=mdxdvdz=1(f oo oo o

0

1 XZ L 1
| dx= ll—x)dx:(x—?] =3

0

I
O'—.H

Rezultat je seveda pricakovan, saj je telo ABDFEO ravno polovica kocke s stranicami po eno

dolzinsko enoto.
(X2

Primer:
Izra¢unajmo prostornino kvadra s stranicami a=2 cm, b=3 cm,c=5cm.

Resitev:
Brez $kode za splo$nost smemo vzeti, da ima kvader tri robove kar na koordinatnih oseh.
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N |

Obmocje D obsega del prostora za x€[0,2], y€[0,3], z€[0,5].

Po formuli (1.31) je V:J'J.J.dxdydz. Po formuli (1.27) lahko v tem primeru, ko imamo
D

opravka s kvadrom, zapiSemo:

v=( i [ dxdydz:z{:[E dz}dy}dx

oziroma kar
b d f 2 3 5
V:J..ydxdydzidx_[dy!dz:?[dxt[dyj;dz=x|§-y|z-z|2=2-3-5:3O

1244

1.2.2 Uvedba novih spremenljivk v trojni integral

Pri uporabi trojnega integrala v mnogih prakti¢nih primerih pogosto pride do zahteve, ko
moramo v integral vpeljati nove spremenljivke. Oznacimo te nove spremenljivke z znaki u, v
in w. Velja torej relacija

x=x(u,v,w)
y=y(u,v,w) (1.32)

z=2(u,v,w)

Podobno, kot pri dvojnem integralu, tudi tu izraunamo Jacobijevo determinanto

41



IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE

x o o
ou ov ow
oxy?) | & &
J(U,V,W):a(u'V,W): au av aW (133)
@ a a
ou ov ow
S pogoji (1.32) se integracijsko obmocje D preslika na integracijsko obmo¢je D*.
Analogno formuli (1.21) pri dvojnem integralu velja pri trojnem integralu:
m. f (x,y,z)dxdydz:m. f [x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)]-‘J (u,v,w)(dudvdw (1.34)
D D*

Pri uvedbi novih spremenljivk se velikokrat sreCamo s cilindri€énimi in sfernimi koordinatami.
Poglejmo si oboje.

1.2.2.1 Cilindri¢ne koordinate

Cilindri¢ne koordinate r,,z so dane z enacbami (slika 1.10)

X=rCOS®
y=rsing (1.35)
=17
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Z )

o

=<y

Slika 1.10: Cilindri¢ne koordinate r,@,z

Enacbe (1.35) pomenijo preslikavo valja z osjo na osi z v kvader, ki ima robove vzporedne
koordinatnim osem r, ¢,z (slika 1.11).

ZA ZA
7 v e Z
He> L
R

Slika 1.11: Cilindri¢ne koordinate - preslikava valja v kvader

Jacobijeva determinanta za cilindri¢ne koordinate je
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cose —rsing 0

X o
op 0z

o(xy.z) _ y Y oy _[sing rcose O|_,
op 0z

ore:2) 0 0 1
0z 07 oz

or o0p oz

Torej velja

J(r,(p,z):a( ’y’Z;:r (1.36)

1.2.2.2 Sferne (krogline) koordinate

Sferne koordinate r,,3 so dane z enacbami (slika 1.12)

X=rsinecosy
y=rsinesing (1.37)
Z=rcose
z A
Z
T
r
()
y -
y
X
o]

Slika 1.12: Sferne koordinate r,¢,3
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Enacbe (1.37) pomenijo preslikavo krogle s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u v kvader, ki
ima robove vzporedne koordinatnim osem r, 3, ¢ (slika 1.13).

21

Slika 1.13: Sferne koordinate - preslikava krogle v kvader

Jacobijeva determinanta v tem primeru je

x o x
or Z;p 9 SinecosY  rcosecosy —rsingsing
N N V| o : .
J(r.e,9)= o 0 29 _|singsing I‘COS(p-COSS rsm(gc038 _rsing
cos —rsin
oo oal | ¢
or J¢ 09
o(xy.2) _ o
J(r.e9)= =r’sin 1.38
(ro9) o(r,¢,9) v (1.38)

Primer:

Izraunajmo trojni integral funkcije f(X,y,Z)=Z«f x*+y® na obmod&ju D, ki naj bo pokonéni
polovi¢ni valj med z=0 in z=1, osnovna ploskev na ravnini (x, y) pa je polkrog, ki ga
omejuje polkroznica z ena¢bo y=+/2Xx—X* .
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Resitev:
Na ravnini (X, y) omejuje osnovno ploskev obmo¢ja D krivulja z enatbo y=+/2x—x*, Ki jo
lanko preuredimo v bolj pregledno obliko: y*=2x-x*=Yy’+x*-2x=0 oziroma

(X—l)2 +Yy?=1 (slika), to je kar kroznica s polmerom 1 in s sredi§¢em v tocki S (1, 0) .

Uvedemo cilindricne koordinate X=rcose,y=rsing,z=z. Jacobijeva determinanta je
J(I’,(p, z):r. Ker je trikotnik OBC pravokotni trikotnik s hipotenuzo 0B = 2, je kotu @

prilezna kateta r =2cos ¢, torej se r spreminja od 0 do 2cos¢, pri cemer se kot ¢ spreminja

od 0 do % vrednost z v navpiéni smeri pa od 0 do 1.

Od tod dobimo

I =J‘H24/X2+y2dXdde:HJ.Z\/r‘ZCOSZg0+l’25in2(0~r-drd(0dZ:
D D
2cosp % 2cosp 2c0sp
de Irdrjzdz quoj 2dr—r_ Id ‘{ -
0

Oty [ N

82 sinfp)? 8
=—|cos’pd sinp— =—
6! pdo= [ A 9
"
Primer:

Izracunajmo prostornino telesa, omejenega s ploskvama (X—l)2 +y*=2 in 2x+z-2=0.
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Resitev:
Ugotoviti moramo podrocje integriranja na ravnini (X, y), to je projekcijo podrocja D na to

ravnino. Zaradi z:(x—1)2+y2 in z=2-2x dobimo enacbo (x—1)2+y2=2—2x, ki jo
preuredimo in zapiSemo v obliki x°+y®=1. Podrodje integriranja na ravnini (x, y) je torej

krog s polmerom 1 in sredis¢em v koordinatnem izhodiscu.
Spet uporabimo cilindri¢ne koordinate: X=rcose, y=rsing,z=z.

Jacobijeva determinanta je J(¢,r,z)=r.
Prostornina telesa je

2-2rcosp

V = [[[dxaycz=[[[rdrdgxiz= [dpfrar | dz=
D o 0 0

1+r2-2rcosp

1
:1d¢l'r-z|f+ém;:iwdr_Idgpj (r-r )dr_j[———] d :%
e
Primer:

Izra¢unajmo trojni integral

V ta namen uvedemo sferne koordinate s predpisom x=rsingcosy, y=rsinesing in
Z=rcos¢ . Jacobijeva determinanta je J(r,(p,S):rZsingo. Meje polkrogle za sferne koordinate

so: re[0,a], 9€[0,2n] in (pe{o,ﬂ :

Izraz v integrandu (X2 + yz) zapisemo z novimi koordinatami

X +y? =(rsingocos&l)2 +(rsin(psinl9)2 =r’sin’p

Od tod
I:jadx_;;dy a ! ; (3¢ +y?)dz=| Dj | rzsinz(p.rzsin(pdrdgpd9=Td9§sin3¢d(pir4dr=

K

2z %r a 5271' 1 s %
=.([d19_([§{ sin gpdgo_—IdBIsm (pdgz)—— 9 (cow—gcos (p]

0
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Primer:
) . . 2
Izradunajmo volumen telesa, ki ga oklepa ploskev z enacbo: (x*+y*+2*) =a’z,a>0.

Resitev:
Ta ploskev je glede na 0s z osnosimetri¢na in sklenjena. Zaradi zahteve a>0 je z>0.
V integral V = ”j dx dy dz bomo vpeljali polarne koordinate (1.37).

2
(x2+y2+22) :6132

Ploskev (X* +y* + 22)2 —a°z je v polarnih koordinatah zapisana takole:

(rsin (pCOSS)Z +(rsingsin 8)2 +(rcos<p)2 =a’rcose

Ta izraz uredimo in dobimo r* =a’rcos¢ inodtod r =ag/coso .

Meje prostorskega obmocja so zaradi zgornje relacije in pogoja z >0 naslednje:

re[O,a3 coscp],(pe{o,g]Se[O,Zn].

Upostevamo $e Jakobijevo determinanto J (r,(o,S):rzsin(p in dobimo:

v- I

(x2+y2+22) =a’z

2n g adfcose 2% 3 adfcose
dxdydz:deJ.d@ j rzsin(pdr=8|0“j[§sin@j do=
0 0 0 0

0

3 3 3

2’ sosinodoo 2™ 2ma® sin’ 2 ma
esinede 3 5 3

=2n|—
3 3

cosesinpdoe =

ot—n3
O 0 | 3

b
1244
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2.1 KRIVULJNI INTEGRAL

2.1.1 Krivulje v prostoru

Postavimo v prostor pravokotni koordinatni sistem (x, y, z). Znani naj bosta dve funkciji
y=f(x) in z=g(x), ki naj bosta enoli¢ni in zvezni za vse x iz danega intervala [a,b]. Za
vsak xe[a,b] tedaj lahko izratunamo vrednosti za y=f(x) in z=g(x). Vsaka trojica
Stevil (X, f(x),9 (X)) pa dolo¢a neko tocko v prostoru. Ko se X zvezno spreminja od a do b,

se tudi to¢ka zvezno premika v prostoru in na ta nacin opiSe neko krivuljo C. Krivulja v
prostoru je z enatbama y=f(x) in z=g(x) natanéno doloena. Prostorsko krivuljo C

tedaj dolocata enacbi

y=f(x),z=9(x) (2.01)

Krivulja v prostoru je lahko podana tudi parametricno. Na intervalu [a, ﬂ] izberimo
spremenljivko t, funkcije x(t),y(t) in z(t) pa naj bodo enoli¢ne in zvezne funkcije te
spremenljivke. Spremenljivko t v tak$nih primerih (obi¢ajno) imenujemo parameter. Za vsak
te[a, ,B] dobimo trojico Stevil (X(t),y(t),z(t)), ki so koordinate tocke v prostoru. Ko
parameter t opiSe vse vrednosti z intervala [a, ,B], opisejo toCke neko krivuljo v prostoru.
Sistem

x=x(t),y=y(t),z=z(t) (2.02)

opisuje krivuljo v prostoru.  Sistemu (2.02) pravimo parametriéna enacba krivulje C v
prostoru.

Enacbo krivulje v prostoru pa lahko zapiSemo Se v vektorski obliki. Od izhodisca
prostorskega koordinatnega sistema do to¢ke T na krivulji v prostoru naj vodi krajevni vektor

r. Ker so koordinate to¢ke ravno trojica (x(t),y(t),z(t)), so to hkrati tudi komponente
krajevnega vektorja

=l

~r(0)=(x().¥(0) 2(1) 209

Ko gre v (2.03) parameter t od o do S, opise krajevni vektor ravno krivuljo C (slika 2.1).
Parametri¢na enacba krivulje (2.02) ali (2.03) je pripravna tudi zato, ker z njo doloc¢imo
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tudi orientacijo krivulje. Pravimo, da je krivulja C orientirana pozitivno, ko parameter t
nara$¢a, v nasprotnem primeru pa je krivulja orientirana negativno. Krivuljo smo s tem
orientirali, kar se bo kasneje izkazalo kot zelo koristno in uporabno.

7 A

v

/ | y
X

Slika 2.1: Parametri¢na enacba krivulje v vektorski obliki

Primer:
Enacba premice p skozi dano tocko T,, do katere vodi krajevni vektor [, in s smernim

vektorjem S (glej: Matemati¢ne metode I, stran 114) je = +tS .

S

x\
o
<V

Slika 2.2: Premica v prostoru
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Enacba r=0r+tS je vektorska enacba premice. Vsakemu realnemu Stevilu t ustreza natanko

dolo¢ena tocka r na premici in vsaki tocki I na premici ustreza natanko doloceno realno
Stevilo t.

Ce so vektorji dani analiti¢no: §:(m,n,p), foz(xo,yo,zo)in F:(X,y,z), potem iz F=7+ts
dobimo parametricne enacbe premice: X=X,+mt, y=y,+nt, z=z,+pt .
*

Primer:

. X2 y2

Ce v enacbi elipse T =1 (ali tudi b*x*+a’y*=a’h®) postavimo x=acost in
a

y =Dbsint, dobimo identiteto: 1 = 1.

Zato je vektorska funkcija F(t)=(acost, bsint,0)=acost-i +bsint- j ravno enacba elipse

na ravnini (x, y).

Ko je b=a, pa dobimo enacbo kroznice v ravnini (X, y): F(t)=(acost, asint, 0).

"

Kadar lezijo vse tocke krivulje C na neki ravnini, kot je to v zgornjem primeru, potem je to
ravninska krivulja (angl.: plane curve). Kadar pa take ravnine ni, je C prava prostorska
krivulja (angl.: twisted curve).

Krivulja, ki sama sebe nikoli ne seka (ali se dotika), je enostavna krivulja.

Primer:
Krivulje na spodniji sliki niso enostavne.

(<

1244

Primer:

Prostorska krivulja, dana z enacbo F(t)=(acost,asint,bt)=acost-i +asint- j+btk je
vijacnica (kroZzna spirala). Dobimo jo tako, da pravokotni trikotnik ovijemo na pokon¢ni valj,
kjer se ena kateta ovije okoli oboda osnovne ploskve, pri tem pa se hipotenuza navije po
plascu valja in opise Krivuljo — vijacnico.

Pri tem je a polmer valja, kateti pravokotnega trikotnika pa sta v razmerju a:b.

Ko je b >0, ima vija¢nica smer desnega vijaka, ko pa je b <0, ima smer levega vijaka.

Na spodnji sliki je prikazana vija¢nica za desni vijak.
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Vijacnica je enostavna krivulja.
1224

Pri proucevanju prostorskih krivulj ima pomembno vlogo tangenta na krivuljo. Tangenta je
premica, ki ima s krivuljo natanko eno skupno to¢ko. Do tangente pridemo z limitnim
procesom. Naj bosta na enostavni krivulji C dani dve razli¢ni to¢ki A in B. Skozi ti dve tocki
lahko potegnemo natanko eno premico, ki jo imenujemo sekanta krivulje C. Do tocke A naj

vodi krajevni vektor F(t), do tocke B pa F(t,). Razlika F(t,)—r(t) je vektor, ki ima zaGetek

r(t)-r(t)

1
proces, ko gre tocka B proti tocki A, torej t, proti t, s tem pa limitira sekanta proti tangenti na

krivuljo v to¢ki A (slika 2.3).

v tocki A in konec v tocki B. Na sekanti lezi tudi vektor . Sedaj sprozimo limitni

Slika 2.3: Tangenta na krivuljo
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r(t)-r(t
V limitnem procesu preide vektor % v odvod (opomba: odvod po parametru
0znac¢imo s piko), to je
: r —r(t
f(t) = lim () ="(1) (2.04)
ot tl_t

Vektor (2.04) ima smer tangente na krivuljo C v tocki A, zato ga imenujemo tangentni vektor
na krivuljo C. Pri tem privzemimo, da F (t) 0 za konkretno vrednost parametra t.

Pripadajoc¢i enotni tangentni vektor, ozna¢imo ga s t , je

f:%~ﬁ (2.05)
r

To je smerni vektor na tangenti, njegove komponente so smerni kosinusi.

Oba vektorja, f(t) in T(t) leZita na tangenti in imata isto smer, to je smer narai¢ajoCega
parametra t. Ce spremenimo orientacijo krivulje C, se spremeni tudi smer obeh vektorjev,
r(t)int.

Enacbo tangente na krivuljo C v to¢ki A dobimo brez tezav. Naj bo R krajevni vektor iz
izhodisca koordinatnega sistema do poljubne tocke T na tangenti. Vektor od tocke A do tocke

T na tangenti je ur (slika 2.4), zato je ena¢ba tangente kar izraz

R=r+ur (2.06)

V enacbi (2.06) je u parameter enacbe premice. Ko pretece u vse realne vrednosti od —co do
400, opiSe krajiSce vektorja R natanko enkrat vse tocke tangente t.
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0

Slika 2.4: Enacba tangente

Naj bodo X, Y, in Z koordinate to¢ke T; X, Y, ter z pa naj bodo koordinate tocke A. To SO
hkrati tudi komponente vektorjev R in r, torej R=(X,Y,Z),r =(X,Y,z). Enatbo (2.06)

potem lahko zapiSemo s komponentami takole

X = X+UX
Y =y+uy (2.07)
Z=7+Uuz

Sistem (2.07) so parametri¢ne enacbe tangente na krivuljo C.

Primer:

2 2
. . X e . v . -
Vzemimo elipso T+yT =1 in izraCunajmo enacbo tangente na elipso v tocki A(l, Yo > O) .

Resitev:
X2 yZ
W2

Parametri¢no enacbo elipse —+ . =1 dobimo, ko vzamemo x=acost in y=bsint. V
a

tem primeru je a=2 in b=1, zato je x=2cost in y=sint. Ker je abscisa tocke A enaka 1,

J3

je 2cost =1, od tod pa vidimo, da je kot tzg. Ordinata tocke A je y:sin%:7.
2 2
Opomba: Seveda bi dobili ordinate y tudi neposredno iz enacbe XT+yT=1' Ce vanjo

B3

vstavimo x=1 , je od tod y? :% oziroma V== pri pogoju A(1y, >0).
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Is¢emo torej enacbo tangente na dano elipso v tocki A(l, >

Zaradi enacbe elipse T (t)=(2cost,sint,0), je odvod ?(t) =(—2sint,cost,0). V dani tocki A

je odvod I*:(—ZSin%,Cos%,Oj:(—\@,%,O] in enaCba tangente na elipso v dani tocki

A(l,%] je potem po formuli (6):

R= F+ur*:(1,§,0]+u-(—ﬁ,%,oj:(l—ﬁu,§+%u,0] .

*

Ravnina, ki gre skozi dotikalis¢e A tangente na krivuljo C, in je na tangento pravokotna, se
imenuje normalna ravnina.

Tudi enac¢bo normalne ravnine bomo dobili brez tezav (slika 2.5).

Slika 2.5: Normalna ravnina

Naj bo T poljubna to¢ka na normalni ravnini, do nje naj vodi krajevni vektor R. V tocki A,
do katere vodi krajevni vektor r, je podana tangenta na krivuljo C. V tocki A postavimo
normalno ravnino, tako da je pravokotna na to tangento. Vemo, da ima vektor r smer
tangente, zato je ta vektor pravokoten na normalno ravnino. Vektor, ki povezuje tocki Ain T,
je R—T in lezi na normalni ravnini, zato je pravokoten na vektor F . Pravokotna vektorja pa
imata skalarni produkt enak nic, zato je enacha normalne ravnine Kar zapis

(R-r)F=0 (2.08)
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Ce so vektorji dani s komponentami takole: R =(X,Y,Z),F=(xy,z) in l%:()'(, y,2), je

enacba normalne ravnine

(X =x)x+(Y-y)y+(Z-2)2=0 (2.09)

Primer:

2 2
Vzemimo elipso " + yT =1 iz prejSnjega primera, za katero poznamo enacbo tangente v

o 3 . y : e
tocki A(l, 7} . Izra¢unajmo Se enacbo normalne ravnine v tej tocki.

Resitev:
2 2

Elipsa XT+yT:l ima v parametricni obliki enacbo F(t)z(ZCOSt,Sint,O). Odvod te

vektorske funkcije je r(t)=(-2sint,cost,0). V dani tocki A je F(t)=(1,§,0j in odvod

r= (—ﬁ,%,Oj . Po formuli (2.08): (ﬁ - F)f =0, je enacba normalne ravnine v dani tocki

(x ~1Y —?,z]{—\/&%,oj:o

~(X —l)\/§+[Y—§)-1 =0

2
—3X + —Y 3*/_

*

IzraCunajmo Se locno dolZino krivulje v prostoru. \zemimo krivuljo C, podano z enacbo
r=r(t), pri Cemer zahtevajmo, da naj bo funkcija F(t) zvezno odvedljiva funkcija
parametra t €[a, B]. Pri vrednosti parametra t =« naj doloa enacba F =r(t) na krivulji
tocko A, za vrednost t=/ pa tocko B. Ko gretod a do S, opise funkcija F(t) celotno

krivuljo AB . Zanima nas dolZina teg te krivulje. DolZino bomo oznadili s &rko s.

Interval [, B] razdelimo na n podintervalov —a=t, <t <t, <--- <t <t <---<t =2,
Vsaki vrednosti parametra t=t,, k=0,1,2,...,n pripada na krivulji ena to¢ka T, , skupno ta
delitev doloca n+1 tock, kjer je zaCetna tocka A=T; in koncna to¢ka B =T, . Zvezimo po

dve sosedni tocki z daljicami, tako da dobimo lomljeno ¢rto, ki se krivulji C prilega tem bolje,
¢im vec delitvenih to¢k smo uporabili (slika 2.6).
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Slika 2.6: Lomljena Crta

Dolzina ene daljice T, ,T, je po Pitagorovem izreku

Oznac¢imo S§irino k-tega podintervala At, =t —t,_,. Oznacimo Se 7,, 7., 7, tocke znotraj tega
podintervala. Uporabimo Lagrangeov izrek (Matematicne metode I, stran 208) in lahko
zapisemo

x(t)=x(to) =x(z)At, y(t)-y(to)=y(z )AL in z(t)-z(t ) =2(z )AL,

in od tod

T, =\/(>'<(T;)Atk ) +(y(=2)aL) +(2(s )AL )

Skupna dolZina lomljene Crte je vsota dolZin vseh posameznih daljic, to je

o= DTty = (X)) (=) +(2(2) -

k=1 k=1

Lomljena &rta se krivulji tem bolj prilega, ¢im veg je delitvenih to¢k. Ce jih je neskonéno, je
lomljena ¢rta kar identi¢na s krivuljo. Zato je dolzina krivulje

s=tims, =tim| 3 () + (v ()] + () o |

Ta limita pa je enaka dolo¢enemu integralu, ko se parameter t spreminjaod « do S.

s=f4/>'<2+y2+z'2dt (2.10)

a
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Pod kvadratnim korenom v integrandu nastopajo odvodi komponent vektorja r(t). Torej je
F(t)=(x(t),y(t),z(t)) in vsota kvadratov komponent je skalarni produkt vektorja ©

samega s seboj: T = X+ y® + 2. Formulo (2.10) zato pi$emo obi¢ajno krajse takole

= [JFF o (2.11)

Kadar je krivulja dana z enacbama (2.01), to je y=f (X), Z= g(x), jo zapiSemo Vv
parametri¢ni obliki tako, da postavimo x=t=>y=f(t),z=g(t). Odvodi po parametru so
potem: x=1y=f'(x)=y
obliki

!

in 2=g'(x)=2". Dolzino krivulje potem dobimo iz (2.10) v

b
s:j 1+ Yy +2"%dx (2.12)

Dolzina krivulje je neko pozitivno $tevilo. Ce pa v integralu (2.11) fiksno zgornjo mejo
nadomestimo s spremenljivim parametrom t, postane integral funkcija spremenljivke t.

s(t):jﬁdr (2.13)

a

Integral (2.13) je odvedljiva funkcija. Odvajajmo (2.13) po parametru t in dobljeni odvod
kvadrirajmo. Dobimo izraz

S=rr=(%y,2)(%y.2)=X+y* +2°

ZapisSimo to z diferenciali
SRGEGER!
- — | — +| = +| —
dt dt dt dt

Od tod pa dobimo formulo za kvadrat lo¢nega diferenciala

ds® = dx® + dy® +dz? (2.14)
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Lo¢ni diferencial ds je lok med dvema bliznjima tockama T(x,y,z) in

T :(x+dx, y+dy,z+dz) na krivulji C. Ker sta to¢ki T in T, zelo blizu skupaj, moremo lok

med njima nadomestiti kar z daljico, ki povezuje ti dve tocki (slika 2.7).

C

[
»

v

/

dz !
as |
dy

dx T

Slika 2.7: Lo¢ni diferencial ds

Primer:
Izratunajmo dolzino vijagnice F(t)=(acost,asint,bt) od T,=(a,0,0) do T, =(a,0,27b).

Resitev:
r(t)=(acost,asint,bt)= r*(t) =(—asint,acost,b)

r-F =(—asint,acost,b)-(-asint,acost,b)=a’sin*t+a’cos*t +b’* =

=a? (sin2t+coszt)+b2 =a’+b’

Racunamo dolZino loka vijagnice od tocke T =(a,0,0)do tocke T, =(a,0,27b). Vse tocke
krivulje, pa seveda tudi ti dve tocki, lezita na krivulji z enatbo F(t)=(acost,asint,bt).

Dolo¢iti moramo parameter t, ki ustreza tem tockam.
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Zagetna tocka: T, =(a,0,0)=acost=0,asint=0,bt =0. Sistem teh treh enatb ima resitev
t=0.
Konc¢na tocka: T, = (a, 0, 27zb) = acost =a,asint=0,bt =27b. Sistem teh treh enacb ima

reSitev t=2r.

Racunamo torej lo¢no dolzino dane vijacnice za t € [O, 27[] . Iz formule (2.11) dobimo

B 2
s=[JFf dt = [ Ja® +bdt=+/a? +b* -t[}" = 27/a® + D7
a 0
1224
Funkcija (2.13) je strogo narascajoca funkcija parametra t, zato se da obrniti in dobiti

parameter t=t(s)kot enoli¢no in zvezno odvedljivo funkcijo loka s. Tedaj lahko piSemo
enacbo krivulje (2.03) v obliki

r=r(t(s))=[x(t()). ¥(t(5)). 2(t(s))] (2.19)

Krajevni vektor ¥ smo zapisali kot funkcijo naravnega parametra s. Vrednosti naravnega
parametra s na krivulji C pripada taksna tocka T, katere lo¢na razdalja od zacetne tocke T, je
enakas.

Ce za parameter t vzamemo kar naravni parameter t=s in odvode po s ozna¢imo s &rtico,
dobimo iz
GRGEGEG]
_ [ +| = +| —
dt dt dt dt
()& -3
_ - +| = +| —
ds ds ds ds

Ker je E=1, od tod sledi
ds

tak$no enacbo

X?+y?+277%=1 (2.16)
Odvodi X' =%, y' :ﬂ in z' =% so komponente krajevnega vektorja 1’ :d_r, zato je leva
ds ds ds ds

stran v enacbi (2.16) skalarni produkt tega vektorja samega s seboj.
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rr . rr — (XI, yr’ ZI)(X!, yr, Zr) — XrZ + y/2 + Z/2

Od tod in iz (2.16) pa velja

F.r =1 (2.17)

Odvod 1’ je torej enotski vektor.

2.1.2 Krivuljni integral, definicija in racunanje

Krivuljni integral je — najenostavneje receno — le posploSitev dolo¢enega integrala, ki ga
poznamo Vv obicajni obliki

=] £ ()ax (2.18)

V (2.18) integriramo dano funkcijo f(x) v mejah od a do b po abscisi x, torej po premici (ali

vzdolZ premice), ki doloc¢a abscisno os.

V krivuljnem integralu pa bomo integrirali dano funkcijo f(x) po neki znani krivulji C v

ravnini ali v prostoru, prav tako v mejah od neke tocke A do tocke B. Obe tocki seveda lezita
na tej krivulji (slika 2.8). S pus¢ico smo oznacili smer integriranja (od tocke A do tocke B).

Slika 2.8: Krivulja C v prostoru (ravnini)

Krivulji C bomo rekli pot integriranja, na kateri je A zacetna in B koncna toc¢ka. Pravimo, da
smo s tem krivuljo C orientirali. To smer/orientacijo smo graficno oznacili s pus¢ico na
krivulji.
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Tocki A in B se lahko tudi ujemata — v tem primeru pravimo, da je pot integriranja sklenjena
(slika 2.9).

Slika 2.9: Sklenjena pot C v prostoru (ravnini)

Naj bo krivulja podana v parametri¢ni obliki

F(t)=[x(t).y(t).2(t)] . tefe.A] (2.19)

Kadar parameter t naraséa, je smer (pot) od tocke A do tocke B pozitivha, v nasprotnem
primeru pa je negativna.

Krivulja C je gladka, ko moremo v vsaki tocki te krivulje postaviti natanko eno tangento. Bolj
natanc¢no: krivulja z enacbo (2.19) je gladka, ¢e je v vsaki tocki zvezno odvedljiva, njen

odvod f(t)=?j—: pa je od ni¢ razlicen vektor v vsaki tocki krivulje C.

Ta zahteva je precej stroga, zato bomo v nadaljevanju privzeli, da naj bo krivulja C vedno
vsaj odsekoma gladka.

Definicija: Krivuljni integral funkcije If(F(t)) vzdolz krivulje C je dolocen z izrazom

l 'f(r)dEE F(F()F(t)dt (2.20)

Zaradi (2.19) je dr=(dx,dy,dz). Ker odvajamo po parametru t, je tole res:
dx=xdt, dy=ydt, dz=zdt. Ce je S¢ F=(F,F,,F,), lahko krivuljni integral (2.20) zapiSemo
tudi v obliki
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b
[F(r)dr= j (Rdx+Fdy+Fdz)= j (Fx+Fy+Fz)dt (2.21)
© © a

Kadar je krivuljni integral dan vzdolz sklenjene krivulje, ga oznac¢imo takole:

c}ﬁ(r)dr (2.22)

Iz definicije krivuljnega integrala vidimo, da je integrand skalar in ne vektor.

Definicija:
Krivuljni integral vektorske funkcije (vektorskega polja) vzdolz sklenjene krivulje C
imenujemo cirkulacija polja F .

Primer:

Krivuljni integral si lahko v mehaniki predstavljamo kot delo, ki ga opravi sila F na poti C.
*e

Iz (2.21) vidimo, da je krivuljni integral kar doloceni integral funkcije spremenljivke t nad
intervalom [a,b] na tosi v pozitivni smeri, to je v smeri naras¢ajocega t.

Primer:

Vzemimo funkcijo na ravnini F(r)=(—y,—xy,0), krivulja C pa naj bo &etrtina kroznice s
polmerom 1 v smeri od tocke A do tocke B, kot kaze slika 2.10. IzraCunajmo krivuljni
integral te funkcije vzdolz dane poti.

A

y
B

1

v

o A ‘

Slika 2.10: Krivulja C je Cetrtina kroznice s polmerom 1
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Resitev:
Zaradi OA=0B=L1 je naravnini (X, y) enac¢ba krivulje C v parametri¢ni obliki

r(t)=(cost sint) , te{o’ﬂ

Njen diferencial je
dr (t)=r(t)dt=(-sint,cost)dt

Zaradi x(t)=cost in y(t)=sint je funkcija
F(r)=(~y,—xy,0)=(-sint,—costsint,0)

Skalarni produkt v integrandu je
If(r)dr:(—sint,—costsint)-(—sint,cost)dt:(sinzt—cosztsint)dt

in iskani krivuljni integral je po formuli (2.03)
F(t)dt=

. T o
(sinzt—cosztsint)dtz 1(t—sttJ— cost)f_sz 4z0,45
2 2 3 12

0

(—sint,—costsint)-(—sint,cost)dt =

Ot—
T
~—~
=l
N—
o
=l
Il
e O [ N
T
—~
=l
—~
~—
N—
SN—"
=l
Ot——yN | N

Il
OtV [N o

*

Primer:
Krivulja C v prostoru naj bo sedaj en zavoj vijatnice z enatbo F(t)=(cost,sint,3t). En zavoj

pomeni, da parameter t opiSe polni kot, te[0,27]. Funkcija, ki jo integriramo vzdolZ te

krivulje, pa naj se glasi F(r)=(z,X,y). Izratunajmo pripadajo¢i krivuljni integral.

Resitev:
Zaradi  F(t)=(cost,sint,3t) ,te[0,27] je x(t)=cost, y(t)=sint in z(t)=3t. Funkcija

F(r)=(z,x,y) natej krivulji je tedaj

F(r(t)=(z(t), x(t), y(t))=(3t,cost,sint)

Zagetna tocka A integriranja je totka, ki leZi na krivulji C z enatbo F(t)=(cost,sint,3t) pri
t=0, koncna tocka B pa je tocka, ki lezi na tej krivulji pri vrednosti parametra t=2rx.

Torej: A(1,0,0) in B(1L0,67). Ko parameter t zavzame vse vrednosti med 0 in 2, se tocka po
vijacnici dvigne za 67~18,8 (slika 2.11).
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Slika 2.11: Vijaénica f(t)z(cost,sint,Bt), te[0,27r]

Zaradi F(t)=(cost,sint,3t) ,t[0,27] je dF(t)=(-sint,cost,3)dt.

Od tod dobimo

27 2
_[ (F) F:IF (t)dt= J.(Bt cost,sint)-(—sint,cost,3)dt =
C 0 0
207 1 1 27
:j 3tsmt+cos t+3smt)dt [ tcost+sint)+§(t+§sin2t]—3cost} =Tr
0 0
"

Pri krivuljnem integralu je pomemben izbor poti, po kateri integriramo. Poglejmo si to
dejstvo na primeru.

Primer:
Vzemimo vektorsko funkcijo If(f)=(5z,xy,xzz) in dve tocki, zaCetna A(0,0,0) in kon¢na

B(l,l,l), do katere naj vodita dve poti C, in C, (slika 2.12). Izrac¢unajmo krivuljni integral po
vsaki poti posebej.

Resitev:
Na sliki 2.12 vidimo obe poti z isti zacetno to¢ko A in isto kon¢no tocko B.
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A

Slika 2.12: Dve razli¢ni poti z isto zacetno in konéno tocko

Parametri¢ni enacbi obeh krivulj zapiSemo brez tezav.

C, je daljica med tockama A in B z enacbo: E(t)=(t,t,t), te[0,1].
C, je paraboli¢ni lok med tockama A in B z enacbo: T, (t):(t tt ) te[O,l].

a) Zaradi [ (t)=(ttt),te[0]] je If(rl(t)):(Sz,xy,xzz)=(5t,t2,t3). Ker je odvod F(t)=(111), je
krivuljni integral po poti C,

l,=[F(r(t)dr= jFr1 Fl(t)dt:_l[(St,tz,t3)-(1,1,1)dt:

A
=[(5t+t*+t°)dt= se.r.rl.
2 3 4) 12

o'—.n—-

b) Zaradi p(t)=(ttt) te[0]] je F(n(t)=(5zxy.xz)=(5t"t*t*). Ker je odvod
r(t)=(L12t), je skalarni produkt lf(rz(t))-ﬁz(t):(Stz,tz,t“)-(l,l,2t):5t2+t2+2t5:6t2+2t5 in
krivuljni integral po poti C, je potem

Vidimo, da I, =1, , Ceprav je bil zacetek in konec obeh poti enak. To pomeni, da je krivuljni

integral odvisen od poti, po kateri opravimo integriranje.
"
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2.1.3 Greenov izrek

Dvojni integral nad nekim ravninskim obmocjem D je mogoce transformirati v krivuljni
integral vzdolZz meje tega obmodja in obratno, krivuljni integral vzdolZ roba (ograje) nckega
ravninskega obmocja D je mogoce pretvoriti v dvojni integral nad tem obmoc¢jem. TakSne
spremembe so koristne in uporabne v Stevilnih prakti¢nih primerih.

O zvezi med dvojnim in krivuljnim integralom govori Greenov? izrek v ravnini.

Greenov izrek: Naj bo D v ravnini (x, y) zaprto omejeno obmocje, omejeno z ograjo C, ki jo
sestavlja koncno mnogo gladkih krivulj. Naj bosta nadalje Fl(x, y) in F, (X, y) dve zvezni

funkciji z zveznima parcialnima odvodoma ? in % povsod na vsakem obmocju, ki
y X

vsebuje obmocje D. Tedaj velja

I} (%—%)dxdy:@(ﬁdﬂ F,dy) (2.23)

Pri racunanju integrala na desni strani v (2.23) integriramo vzdolz celotne meje (ograje) C
obmocja D v taki smeri, da je obmocje D vedno na levi strani.

Opomba:
Na sliki 2.13 je prikazan primer smeri integriranja vzdolz krivulje. Obmocje D je glede na

smer premikanja po krivulji vedno na levi strani, zato po ograji C, integriramo v nasprotni
smeri urinega kazalca, po C, pa Vv smeri urinega kazalca.

Ly

.
™

X

Slika 2.13: Smer integriranja krivuljnega integrala v formuli (2.23)

2 George GREEN (1793 — 1841), britanski (angleski) matematik.
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Dokaz:
Dokazimo Greenov izrek za obmocje D, ki je doloc¢eno s pogoji

X) a<x<b

Grafic¢no sta oba pogoja prikazana na slikah 2.14 in 2.15.

CZ

u (x) j

a b X

[
>

Slika 2.14: Obmogje D dologeno s pogoji U(X)<y<v(x) za a<x<b

/ p(y)

N q0)

»
»

a b X

Slika 2.15: Obmogje D dologeno s pogoji p(y)<x<q(y) za c<x<d
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Po formuli (1.28) lahko zapiSemo

oF o HeR
jj dx dy _i (u(x) 5 dy]dx

Izracunajmo ta integral.

”aﬁd <y - I(( o, J E[Fl(X,y)

(x

= E[Fl(x,v(x))] dx —I[Fl(x,u(x)ﬂ dx = —J-[Fl(x,v(x))} dx—J[Fl(x,u (x))} dx

V prvem integralu smo zamenjali meji, zato smo dobili negativni predznak.

Iz slike 2.14 vidimo, da je y=u(x) krivulja C,, medtem ko je y=v(x) enacba krivulje C,.

Ocitno je vsoto zadnjih dveh integralov mogoce zapisati kot krivuljni integral vzdolZ celotne
meje obmocja D.

TR -

C

Od tod

” o dxdy = —gSFl(x,y)dx (2.24)

S tem je Greenov izrek za F,(x,y)=0 dokazan.

Zlahka ugotovimo, da se zapis (2.24) ne spremeni, tudi ¢e bi bil del krivulje, vzdolZ katere
racunamo krivuljni integral, vzporeden z osjo Yy, kot recimo C, in C, nasliki 2.16.
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>
X

Slika 2.16: Obmocje R, omejeno z vzporednicama osi y

V integralu (2.24) namre¢ integriramo krivuljni integral po X, zato je seveda krivuljni integral
vzdolz krivulje C, in C, enak nic.

Podobno, kot smo v (2.24) dokazali Greenov izrek za integriranje po spremenljivki x, lahko
sedaj v skladu s formulo (1.20) in grafi¢no predstavitvijo na sliki 2.15 zapiSemo

ﬂ % dx dy j{ I azdx]dy IF [q y]dy—j.Fz[p(y),y]dy:QSFz(x,y)dy

c| p(y)

Ce od pravkar dobljenega izraza odstejemo (2.24), res dobimo Greenovo formulo (2.23). S
tem je Greenov izrek za poseben primer obmoc¢ja D dokazan.

Obmocje D pa je lahko tudi sestavljeno iz kon¢nega Stevila obmocij, omejenih s sklenjenimi
krivuljami. Veljavnost Greenovega izreka dokazemo v tem primeru tako, da uporabimo
prej$njo ugotovitev za vsako podobmocje posebej. Ta del dokaza bomo tu izpustili, bralec ga
lahko najde v katerem od omenjenih del ob koncu knjige (npr. Vidav, Kreyszig).

Greenovo formulo lahko zapiSemo tudi v drugac¢ni obliki. Poznamo Ze rotor vektorskega polja
F, ki je dolocen z izrazom

i ] k
o 0 o ~
rotF:a— 5 a— ﬁ_a_': a_F_ﬁjj %_ﬁ K
X Zl \oy oz oz ox ox oy
FE F F

-

Zaradi ortogonalnosti enotskih vektorjev i,j ink in lastnosti skalarnega produkta dveh
vektorjev je skalarni produkt vektorjev rotF ter k taksen
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rotf k| [ B _F n(ﬁ_%}u OF, OR |l 9k oR
oy oz oz ox ox oy ox oy

V Greenovi formuli (2.23) nastopa v dvojnem integralu dobljeni izraz %_% zato

moremo to formulo zapisati tudi v tejle pripravni obliki

j j (rotF )k dxdy = 45 (2.25)

D
F:(Fl’FZ)

Navedimo Se eno koristno povezavo, ki sledi iz Greenovega izreka.

. T o OF, oF . . B
Vzemimo najprej F,=0 in F,=x. Tedaj je g—a—l in ?(FldXJerdy)_((jExdy.

Formula (2.23) se v tem primeru glasi H dxdy = 95 xdy.
D

N : — - . . F, ©oF
V nadaljevanju vzemimo F=-y in F,=0. V tem primeru je spet oF, ok

oy
qB(Fdx+ Fdy)= gSydx Po formuli (2.23) dobimo za ta primer J.J.dx dy = —gs ydx.
C

=1 in

Ko sestejemo oba dobljena izraza, imamo 2H dxdy = (JS xdy —Cﬁ ydx in od tod
D Cc C

dedy——@ xdy — y dx)

Upostevajmo, da je dedy plos¢ina S obmocja D in dobimo tole zanimivo formulo za
D

plos¢ino obmocja D

1
=§gf xdy -y dx) (2.26)

Po formuli (2.26) je mogoce izracunati ploS¢ino nekega obmocja z integriranjem po meji

(ograji) tega obmocja. Integriranje po krivulji seveda poteka v smeri, ki je dolocena v
Greenovem izreku.
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Primer:
Izracunajmo z uporabo formule (2.26) ploscino kroga.

Resitev:
Krog je omejen s kroznico, dano z ena¢bo X*+Yy?=a’. V parametri¢ni obliki enatbo kroznice
zapiSemo v obliki: X=a-cost, y=a-sint, kjer je parameter t kot, ki zavzame vse vrednosti

med 0 in 27 .

<

v

Iz x=a-cost , y=a-sint dobimo odvoda x=—asint in y=acost . Zaradi dx=xdt=-asintdt in
dy=ydt=acostdt je xdy—ydx=(xy—y>'<)dt=a2dt. Z uporabo (2.26) dobimo znano formulo

za ploS¢ino kroga

S =1<15(xdy— ydx):lzfazdt =a—2t|2” =7a’
2} 24 2 b
"o

Ce je krivulja dana s polarnimi koordinatami ¢ in r, je zveza med koordinatama x in y ter @
in r znana: X=rcose, y=rsing. Spremenljivki x in y sta v tem primeru funkciji dveh

spremenljivk, x=f(@.r), y=g(p.r). Vemo, da sta diferenciala dx ter dy:

dX=ﬁd¢+%dr=—rSin§0d(p+COS§0dr
op or

dy:ﬂdgwﬂdr:rCOS(pdgo+singadr
op or

Od tod je

xdy —ydx =x(rcosgdg+singdr)—y(-rsinpdp+cosedr)=
=rcosg(rcospdp+singdr)—rsing(-rsingdg+cospdr)=r’de
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Formulo (2.26) lahko zapiSemo v obliki

1
S==®dr?d 2.27
ngS 9 (2.27)

Primer:
Vzemimo spet kar ponovno krog. KroZnica ima v polarnih koordinatah enacbo r=a. Kot ¢

mora preteci vse vrednosti od 0 do 27 .
Po formuli (2.27) dobimo

1 1% a’ e
S =E§r2d¢=§ E‘; a2d¢=7‘(40 =7Z'a2

*

2.2 PLOSKOVNI INTEGRAL

2.2.1 Ploskve v prostoru

Vzemimo ploskev P v koordinatnem prostoru (X, y, z). Njena enacba je

z="f(xY) (2.28)
ali tudi
F(x,y,2)=0 (2.28a)

Podobno, kot smo v poglavju o krivuljnem integralu ugotovili, da si delo mocno
poenostavimo, ¢e vpeljemo parametricno enacbo krivulje, bomo tudi ploskve zapisovali v
parametricni obliki. Ker je ploskev dvodimenzionalna tvorba, bomo vpeljali dva parametra,
ozna¢imo ju z U in V. Na ta nac¢in bomo ploskev P v prostoru preslikali na ravninsko obmocje
D v ravnini (u, v), slika 2.17.
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v

Vv

\./

X
Slika 2.17: Ploskev P v prostoru (X, Y, z) in obmo¢je D na ravnini (u, v)

Do vsake to¢ke na ploskvi P vodi radij vektor r = (x, Y, z), Ki je z vpeljavo parametrov u in v

odvisen od teh dveh parametrov. Parametri¢na enacba ploskve P je potem

F=r(u,v)=(x(uv),y(uv),z(uv))

V (2.29) parametra u in v zavzameta vse vrednosti iz obmog¢ja D.

Primer:

(2.29)

Naj bo ploskev P v prostoru krogla s polmerom a in sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u.

Vemo, da je tedaj njena enacba taksna: x> +y°+z°=a’.

Vpeljimo parametra u in v tako, da je u kot med osjo x in krakom v vodoravni ravnini in
pretece vrednosti med 0 in 27, v pa je kot, ki ima en krak na osi z, drugi pa se spreminja v

navpiéni smeri med —% in +%. Sedaj so komponente radij vektorja F=(x,y,z), ki

opisujejo vse toCke na krogli, takSne: X=acosvcosu, y=acosvsinu,z=asinv. Enacba

krogle se v parametri¢ni obliki glasi:
r=r(u,v)=(acosvcosu,acosvsinu,asinv), 0<u< 2z, —%Svs%
ali pa tudi takole:

. ™ - - - - 72- 72'
r(u,v)=acosvcosu-1 +acosvsinu- J+asinv-K, Usu=<42rxn,—sV=—
( ) i k. 0<u<?2 5 <v< 5

1244

Naj bo ploskev P dana s parametri¢no enacbo (2.29). Naj bosta nadalje u=u(t),v=v(t)

odvedljivi funkciji parametra t, te[o,f], tako da vse dvojice (u(t),v(t)) leze na

definicijskem obmogju funkcije F(u,v). Tedaj je I, (t)=F (u (1) ,V(t)) enacba neke krivulje
C, ki poteka po ploskvi P. Vzemimo $¢ neko toc¢ko T, ki lezi na ploskvi P in na krivulji C.

Odvajajmo funkcijo T, (t)=r(u(t),v(t)) po tin dobimo:
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(2.30)

Vzemimo, da je funkcija I (t)= f(u(t),v(t)) odvedljiva v dani to¢ki T, Kjer je njen odvod
ravno tangentni vektor na krivuljo C.

Oznacimo parcialna odvoda takole

T, :a_r, T :8_r (2.31)
ou oV

Vektorja T, in T, sta odvisna le od lege tocke T na ploskvi P, ni¢ pa od krivulje skozi to
tocko. Vzemimo, da sta vektorja [, in [, linearno neodvisna, to pa pomeni, da nista

vzporedna in da dolo¢ata neko ravnino. Tej ravnini pravimo tangentna ravnina . na ploskev
P v to¢ki T (slika 2.18). Oba parcialna odvoda imata seveda smer tangente na ploskev P v
tocki T, saj je njuna linearna kombinacija ravno tangentni vektor T (t).

=

=

Il
=3k

®
=3}

a1l

=¥}

Y

Slika 2.18: Tangentna ravnina . in normala na ploskev P v tocki T
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Vektor T, (t) =T U+TV lezi na tangenti krivulje C v tocki T, zato lezi tudi v tangentni ravnini.

Skozi poljubno tocko T na ploskvi P poteka neskonéno mnogo krivulj. Vse tangente, ki jih
postavimo v to¢ki T na te krivulje, leZze v tangentni ravnini ). .

Ker lezita vektorja T, in T, v tangentni ravnini, je njun vektorski produkt N =T xT, nanjo
pravokoten. Na tangentni ravnini lezi toka T, do katere vodi krajevni vektor r . Vzemimo na
tangentni ravnini poljubno toko S, do katere naj vodi krajevni vektor R. Razlika R—F je
vektor, ki leZi na tangentni ravnini in je pravokoten na vektorski produkt N =T, xT,. Zato je

njun skalarni produkt 0, torej

(R=F)-(FxF,)=0 (2.32)

Zapis (2.32) je enacba tangentne ravnine.

Naj bo sedaj ploskev P dana z enacbo (2.28), to je z= f (x,y). Za parametra lahko vzamemo

kar x in'y, pa dobimo enac¢bo ploskve v obliki F = (X, y, f (X, y)) Ce ozna¢imo

of
p=— 0=+ (2.33)

sta odvoda funkcije F :(x, y, f(X, y)) po parametrih

or
T — 1, O, , r = = 0,1,
" ox (LO.p). T, (0L.4)

(2

Njun vektorski produkt je

k L
g =—pi —qj +k =(-p,~q,1)

<o
X
‘<ql
Il
O =y
= O

Koordinate tocke S, to so komponente vektorja R naj bodo X, Y in Z, torej R=(X,Y,Z),

tocka T , Kjer se tangentna ravnina dotika ploskve P, pa naj ima koordinate x,y, in z, torej je
r= (X, Y, Z). Enacbo (2.32) lahko zapiSemo s komponentami

(ﬁ—r)(ﬁxn)zo
(X-xY-y,Z-2)-(-p,—9,1)=0
-p(X=x)—-q(Y-y)+(Z-2)=0
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oziroma

Z-z=p(X-x)+q(Y-y) (2.34)

Ko je ploskev P dana z implicitno enatbo (2.28a), to je F(X,y,z)=0 oziroma

F(xy,f(xy))=0, dobimo z odvajanjem po X in po y izraza (Z—F+88—Fp=0 ter
X oz
ﬁ+ﬁq =0, od koder izracunamo odvoda p in g:
oy oz
oF oF
_ X oy
p_ ﬁ q ai
oz 0z

Vstavimo oba izraza v enacbo tangentne ravnine (2.34), uredimo in Ze imamo tangentno
ravnino zapisano Vv tejle obliki

oF oF oF
X=X)—+(~-y)—+(Z-2)—=0 2.35
(X -0 Zr(t -9 T +2-0F 23

Vidimo, da je leva stran v (2.35) skalarni produkt vektorjev (X —-x,Y-y,Z-z) in

ﬁ,ﬁ,ﬁ . Vemo pa tudi, da je vektor ﬁ,ﬁ,ﬁ ravno gradient skalarne funkcije
OX oy oz ox oy oz
F, torej [Z—F,% : (Z—Fj = gradF , zato moremo enacbo tangentne ravnine zapisati tudi
X z

(R-T)-gradF =0 (2.36)

1z (2.36) vidimo, da je gradF vektor, ki je pravokoten na tangentno ravnino.

Definicija: Normalni vektor n (ali tudi kar: normala) na ploskev P v tocki T je vektor, ki je
pravokoten na tangentno ravnino Y. ploskve P v tocki T.

Normala na ploskev P je torej vektor, ki gre skozi dotikalis¢e T in stoji pravokotno na
tangentno ravnino v tej toc¢ki. Lahko re¢emo tudi, da normala pravokotno prebode ploskev.
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Vektorja , in T,, dolocena z (2.31), lezita v tangentni ravnini, njun vektorski produkt je
vektor, ki je pravokoten na oba, torej pravokoten na tangentno ravnino, zato ima smer

normale na ploskev P.

N =F xF, (2.37)

Vektorju N prirejen enotski vektor je

— (2.38)

Ko je ploskev P dana z eksplicitno enatbo (2.28), to je z=f(x,y)in za parametra lahko

vzamemo kar X in y, dobimo enacbo ploskve v obliki F=(x,y, f (x,y)). Odvoda te funkcije
po parametrih sta

or or
r=—=(30,p), r,=—=(0,1, 2.39

X

Njun vektorski produkt pa je

N =

<

i
xT, = (l) =(-p,—9,1) (2.40)

=

k
P
q

. . of
Pri tem sta p in g dolo¢ 2.33),toje: p=—,0=—.
p in g dolo¢ena z (2.33), to je: p x q Y

Enotni vektor na normali je

A UXV 1 1
ST N o (p’q’”:( : : J

_\/p2+q2+1’_\/p2+q2+1’\/p2+q2+1

Ker je n enotni vektor, so njegove komponente smerni kosinusi normale.

CoSa =— cosff=— CoSy = (2.41)

P q 1
«/p2+q2+1’ «/p2+q2+1' JpP+q?+1
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Ko pa je ploskev P dana z implicitno enatbo (2.28a), to je F(Xx,y,z)=0 oziroma

F(x, y,f(X, y))=0, je gradF:(ﬁ,ﬁ,g—tj vektor, ki je pravokoten na tangentno

oX oy

ravnino, torej ima smer normale. Enotni vektor na normali potem lahko zapiSemo tudi takole

- gradF

n_|gradF| (2.42)

Primer:
Izra¢unajmo enotni vektor na normali, ki jo postavimo na stoZec z enatbo z° :4(X2+y2) %

tocki T(1,1, 2\/5) .

Resitev:

Implicitna enacba ploskve je F(x, y,z):O, za stozec Vv tem primeru je

F(x,y,2)=4(x’+y*)-2*. Od tod dobimo gradF = ﬁ ﬁ &F =(8x,8y,~2z). V dani
ox' oy oz

tocki T(1,1,2«/§) pa je gradient tale vektor: gradF (T ):(8,8, —4\/_). Iskani enotni vektor je
po formuli (2.42):

~_ gradF \/—):( 2 2 1)
lgradF| \/64+64+3 (88~ NN

\ 4

Koti, ki jih vektor n oklepa s koordinatnimi osmi, so:
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COSa=Cosﬁ=iz0,632455:>a=,6z0,89rdz50,8°

J10
1
COSy=—-—-=~-0,44721=y~2,03rd ~116,5°
Y J§ b4
"
Definicija:

Ploskev P je gladka (angl.: smooth surface), ¢e ima v vsaki tocki tangentno ravnino. Ploskev
P je odsekoma gladka (angl.: piecewise smooth), ce jo lahko razdelimo na koncno mnogo
gladkih delov.

Primer:

Plas¢ krogle (sfera) je gladka ploskev, plas¢ kocke pa je odsekoma gladka ploskev. Na
robovih kocke tangentne ravnine ne moremo postaviti oz. jih je neskon¢no mnogo.

1224

2.2.2 Ploskovni integral, definicija in racunanje

Vzemimo odsekoma gladko ploskev P, podano s parametri¢no enacbo v vektorski obliki
(2.29)

F=r(u,v)=(x(uv),y(uv),z(uv))

(uv)eD

Ker je ploskev odsekoma gladka, obstoja normalni vektor N =T xT in enotni normalni

_ [ XTI, ey . y . s <
vektor n= |j‘ j’| v vsaki tocki te ploskve, razen morda ne obstaja v koncnem Stevilu tock
I xT,

ploskve (npr. oglis¢e kocke, vrh stoZca).

Definicija:
Ploskovni integral vektorske funkcije F po ploskvi P je izraz

[[-nop (2.43)

P

V (2.43) je F vektorska funkcija (vektorsko polje) v prostoru, i je enotni vektor na normali,
dP je infinitezimalno majhen del ploskve. Ploskovni integral lahko razumemo tako, da smo
ploskev P razdelili na neskon¢no mnogo infinitezimalno majhnih parcel, nato pa plos¢ino dP
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vsake parcele pomnozili s skalarnim produktom vektorske funkcije F in enotne normale
ploskve ter vse te produkte seSteli. Ker je produktov neskoncno mnogo in ker so
infinitezimalno majhni, smo to seStevanje opravili z integralom.

Ta postopek je mogoce narediti ne glede na izbrani koordinatni sistem, zato je vrednost
ploskovnega integrala vektorske funkcije neodvisna od izbire koordinatnega sistema.

V integrandu ploskovnega integrala je skalarni produkt dveh vektorjev (F-ii), zato je rezultat
seveda skalar. Skalarni produkt F-ii je normalna komponenta vektorskega polja F .

Ploskovni integral polja F po ploskvi P imenujemo tudi pretok (flux) polja F skozi ploskev
P. Od kod tako ime, bo pojasnil naslednji primer.

Primer:

Opazujmo stacionarno gibanje nestisljive teko¢ine v prostoru. Hitrost V gibanja tekocCine je v
tem primeru odvisna le od mesta, ne pa tudi od Casa. Zanima nas, koliko tekocCine stece v
casovni enoti skozi dano stran ploskve P.

V Casovni enoti ste¢e skozi infinitezimalno majhen del povrsine dP toliko tekoCine, kot je
prostornina kvadra z osnovno ploskvijo dP in visino V,, ki pomeni normalno komponento
hitrosti V. Smer normale mora kazati v smeri gibanja tekocine. Ce je fi enotni vektor, ki stoji
pravokotno na dP, je skalarni produkt v-n ravno normalna komponenta hitrosti, torej
v, =V-f.

Mnozina tekocine, ki steCe skozi infinitezimalno majhen kos ploskve s plos¢ino dP, je potem
prostornina kvadra, to je v-n-dP. P

retok tekocine skozi vso ploskev P pa dobimo, da seStejemo vse infinitezimalno majhne dele
pretokov, kar storimo s ploskovnim integralom.

Pretok tekoCine skozi ploskev P je potem enak integralu IjVﬁdP :
P

1244

Ploskovni integral (2.43) lahko zapiSemo tudi drugace.

Vzemimo, da vektor F zapisemo s komponentami Ifz(Fl,Fz,Fs). Vektor i je enotni vektor,

zato so njegove komponente kar kosinusi kotov, ki jih normala oklepa s koordinatnimi osmi
(smerni kosinusi), n =(003a,cos ﬁ,cos;z) , zato je skalarni produkt

F-n=F,cosa+F,cosf+F,cosy in (2.43) lahko zapisemo takole

j FridP= H(Flcos(x+F;cos/3+Fsc03y)dP (2.44)
P

P

Ploskovni integral raCunamo tako, da ga prevedemo na dvojni integral. ZapiSimo vse
vektorske funkcije v parametri¢ni obliki s parametroma u in v. Enacba (2.31) doloc¢a vektorja
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r, in [, takole: T, =Z—r, r :%r. Njun vektorski produkt je dan z (2.37), N=r, xF,.

u v u v
u

Velikost vektorskega produkta ‘I\_l‘=|r"u va| je ploséina paralelograma, ki ga napnemo na

vektorja T, in T,. Zato je diferencialno majhen del plos¢ine dP :‘N‘dudv ploskve P. To

enacbo pomnozimo na levi in desni z enotnim vektorjem N na normali
ndP = 1| N|dudv

Zaradi (2.38) je ﬁ\m =N in

ndP = ﬁ‘N‘ dudv = Ndudv (2.45)

Upostevajmo (2.45) v definiciji ploskovnega integrala (2.43) in dobimo zvezo med
ploskovnim in dvojnim integralom

ﬂ FndP= J;J' F(F(u,v))N(u,v)dudv (2.46)

P

Dvojni integral seveda racunamo na obmocju D, ki dolo¢a vse pare parametrov (u,v).

Primer:
Izratunajmo ploskovni integral funkcije F :(ZX,O, yz) po ploskvi P, dani z enacbo

X+y+z=1, x>0,y>0,z>0 (prvi oktant).

Resitev:
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Ploskev P je skicirana na zgornji sliki.
Vzemimo parametra X =u in y =V, iz enacbe ploskve pa dobimo $§¢ z=1—u—V. Na ta nacin

lahko ploskev zapisemo v vektorski obliki F(u,v) = (u,v,l—u —V).

Obmocje D je enakokraki trikotnik na ravnini (u,v), ki je v tem primeru kar ravnina (x.y).
Kraka trikotnika lezita na koordinatnih oseh, tretja stranica pa na premici x+y=1. Obmocje

D je torej dolo¢eno s pogojema: 0<x<1-y,0<y<1. To bosta meji za dvojni integral.
Zaradi F(u,v)=(u,v,1-u—v) je:

or or
r=—=(1,0,-1), f,=—=(0,1,-1
(=0 =10-1), £ =0 =(01-)
(o) ijk
N(uv)=FxF =10 -1=(111
( 10-1=(11)

Po formuli (2.26) je HFndP J'J'F (F(u.v))N(u,v)dudv. Dvojni integral bo potekal v mejah:
O0<u<l-v,0<v<l.

11-v

LIFﬁdP:g(2u+v dudv H 2u+v dudv _[u +uv){ dv=

1
=j1 V422 \F
0

*

V zgornjem primeru je bila funkcija dana v eksplicitni obliki z = f (x, y) in za parametra u in
v smo vzeli kar x in y. V tem primeru smo Ze ugotovili, da lahko zapiS§emo enacbo ploskve v
obliki ¥ =(x,y, f(x,y)). Odvoda te funkcije po parametrih x in y smo oznagili v (2.39):

ar 8r

f= =(10,p) in T, = = =(0,1,9), njun vektorski produkt pa je dan v (2.40),
- ijk
N(x,y)=FxF, =1 0 p|=(-p,—q,1). Ploskovni integral bo po formuli (2.46) taksen:
01lq
j lfﬁdP:I F(F(x.y))N(x,y)dxdy .
P D

Naj bo vektorska funkcija (vektorsko polje) dano s komponentami Ifz(Fl,Fz,Fg), pa
dobimo formulo
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J’ ﬁﬁdP:H (-F.p—F,q+F,)dxdy (2.47)
D

P

Obmocje D lezi na ravnini (X, y) in pomeni projekcijo ploskve P na to ravnino (slika 2.19).

v

. N
X ~

Slika 2.19: Ploskev P in njena projekcija D na ravnino (x, y)

V ploskovnem integralu (2.43) nastopa enotni vektor n na normali na ploskev P. Na ploskvi
Vv splosnem razlikujemo dve strani. Ploskev je dvostranska, ¢e ne moremo priti z ene strani na
drugo, ne da bi prekoracili rob ploskve. Normala na ploskev je potemtakem lahko na eni ali

na drugi strani ploskve. Ce kaze vektor fi v eno smer, kaze v drugo smer vektor (—ﬁ). To

pomeni, da je v ploskovnem integralu pomembno, v katero smer kaZze normala, zato mora biti
ploskev orientirana.

Ni vsaka ploskev dvostranska, primer enostranske ploskve je Mobiusov® trak, ki ga
prikazujemo na sliki 2.20.

3 August Ferdinand M&bius (1790-1868), nemski matematik, ukvarjal se je s pro¢evanjem ploskev, projektivno
geometrijo in mehaniko.
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Slika 2.20: Mobiusov trak, vir http://en.wikipedia.org/wiki/M%C3%B6bius_strip

Mobiusov trak dobimo, ¢e v traku povezemo med seboj tocki A—A in tocki B—B, (slika
2.21).

B A

A B,

Slika 2.21: Trak sklenemo tako, da povezemo tocke A—A in B—-B,.

Ploskev P, po kateri raCunamo ploskovni integral, moramo torej orientirati. Ploskev
orientiramo s tem, da izberemo eno stran ploskve za pozitivno, druga stran je potem
negativna. Ce zamenjamo orientacijo ploskve, nadomestimo enotni vektor na normali N z

nasprotnim vektorjem (—ﬁ), kar pomeni, da vsako komponento vektorja N pomnoZzimo z

(-1)-

Zaradi definicije ploskovnega integrala (2.43), se integralu _[ F-ndP zamenja predznak, &e
P

zamenjamo orientacijo.

j j F -(—ﬁ)dP:—jj F-AdP (2.48)

P

Primer:
Izratunajmo pretok funkcije F =(z°,xz,5)skozi ploskev P, ki je podana z omejitvami:

xe[0,2],z€[0,1], y=x* (slika).
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Resitev:
Vpeljemo parametra u in v takole: u=x,v=z. Potem je y=u?® in ploskev P je v vektorski
obliki taksna: I =(u,u’v), kjer sta parametra v mejah ue[0,2],ve[0,1]. Od tod sta oba

parcialna odvoda T, =(1,2u,0), f, =(0,0,1) in

Ker je funkcija zapisana v vektorski obliki in je sedaj taksna If(f(u,v))z(vz,uv,S), je
skalarni produkt F (¥ (u,v))-N(u,v) :(vz,uv,S)-(Zu,—L 0)=2uv’—uv.
Ploskovni integral je po (2.43)

2

[[Frdp=[[F( N (u,v dudv:ﬁ 2uv* —uv)dudv = j( v _ﬁ] dv=
P D 00 2 )
.lf4v ~2v) dv_(ﬂ_ z] _1
0 3 . 3

Sedaj pa zamenjajmo orientacijo ploskve P, kar bomo storili tako, da bomo za parametra u in
v vzeli u=z,v=x. Ploskev P v vektorski obliki bo sedaj takSna: T = (V,Vz,u) :

ue[0,1],ve[0,2]. Parcialna odvoda sta F, =(0,0,1), F, =(1,2v,0). Njun vektorski produkt
(normala na ploskev P) je
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Zaradi  F(7(u,v))=(u’,uv,5), je skalarni produkt F(F(u,v))-N(u,v) sedaj taksen:
If(F(u,v))-N(u,v):(uz,uv,S)-(—Zv,l,O):—2u2v+uv.
Ploskovni integral (2.43) pa je

1
lefﬁdP:ijlf(F(u, N (u,v)dudv= :[I 2u v+uv dudv j[ 2“33V+%j0
& 2v v 2V
[[5) :T ]

Ploskovni integral se razlikuje v predznaku, ¢e zamenjamo orientacijo ploskve P. Pri

dv=

N =(2u,-1,0) je pretok vektorske funkcije % enot, pri nasprotni orientaciji, ko je

N =(—2v,L O), pa je pretok po velikosti seveda enak, vendar zaradi nasprotne orientacije

nasprotno predznacen.
1224

Zaradi odvisnosti ploskovnega integrala od orientacije obicajno piSemo v splosni obliki pred
ploskovni integral moZznost obeh predznakov, to je

J; Ifﬁszi_[ F(F (u,v))N (u,v)dudv

Ce je funkcija dana v eksplicitni obliki, pa je

_U IfﬁszijE_)[(—Fl p—F,q+F,)dxdy

P

Vzemimo ploskovni integral v obliki (2.44), to je

_U IfﬁdP:iH(FlcosOchF2 COS B+ F;CoSy)dP
P P

Smerni kosinusi cose, cos 8 in cosy so komponente enotnega vektorja n na normali N,
F,, F, in F, pa so komponente vektorske funkcije (polja) F . Ploskev P in funkcijo F smo
postavili v koordinatni sistem (x, y, z). Potem je tole res
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j j F, cos adP = j j F,dydz (2.49)
j j F, cos BdP = j j F,dzdx (2.50)
j j F, cos ydP = j j F,dxdy (2.51)

Ko te izraze upostevamo v (2.44), dobimo
ﬂ Ifﬁszﬂ(Flcosmer cosp+F, cos;z)szﬂ]’lc050calP+H172 cosﬂa’P+_|‘IF3 cosydP=
P P P P P

=J;I Fdydz +jpj F,dzdx+ IP I ngxdy=jpj(ﬁdydz+ F,dzdx-+ F,dxdy)

Od tod sledi formula

j j FidP= j j (F.dydz+F,dzdx+F,dxdy) (2.52)

P P

V (2.52) lahko oklepaj tudi izpustimo in ploskovni integral zapiSemo kar v taksni obliki

ndP = | | Fdydz + F,dzdx+ F,dxdy (2.52a)
[[Foe=(f

Primer:
Vzemimo kar prejsnji primer, ki smo radunali pretok funkcije F = (Zz, Xz, 5) skozi ploskev P,

ki je podana z zahtevami x €[0,2],z€[0,1], y = X2,

Resitev:

Tuje F=2%F,=xz F,=5.

Vzeli smo: u=x,v=z,zatoje y =u’ in ploskev P je v vektorski obliki ¥ =(u,u’,v). Od tod
sta oba parcialna odvoda T, =(1,2u,0), , =(0,0,1) in

N (u,v)=F, xF,

u

j k
2u 0|=(2u,-1,0)
01

S b =
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Zapisimo spet spremenljivke X, y in z in imamo normalo N =(2x,-1,0), enotni vektor na njej
- (2x,-1,0
pa je ﬁ:iN:( ):( 2X = L
‘N‘ VA +1 (Va2 +1 Jax’+1

L >0 COSﬂ — _;
Jaxi+1 Jaxt +1
na (2.50) v integralu tam dobili negativen predznak, zaradi cosy=0 pa je v skladu z (2.51)

tretji integral ni¢. Meje integriranja so podane s projekcijo ploskev P na posamezne ravnine,
xe[0,2],z€[0,1], y=x*€[0,4].

, 0} , torej velja

CoOSax = <0,cosy=0. Ker je cosf negativen, bomo glede

Iz formule (2.52) sledi

[ FrdP = [[(Fdydz-+ F,dzdx+ Fdxdy)= [[ Fdydz+ [[ F,dzax-+ [[ Fdxdy =
P P P P P

o s e |2

0

24X

47°dz— j de—

0

|
|

Rezultat je seveda takSen, ko smo ga dobili Ze v prejSnjem primeru.
*

2.2.2.1 PovrSina ploskve

Vzemimo ploskev P v prostoru in vektorsko funkcijo nad to ploskvijo. Tedaj napiSemo
ploskovni integral vektorske funkcije F po ploskvi P z izrazom

J]FndP ”F N (u,v)dudv

Skalarni produkt F(r(u,v))N(u,v) pisemo po definiciji

F(r)N(u)=[F(r(uv)} N uv)eosy

Ko sta vektorja pravokotna, je cosp=0in F(r(u,v))N(u,v)=[F(r(uv)}{N(u.v). Naj bo sedaj

Se ‘If(r(u,v))(:l in pretok polja (ploskovni integral) je kar enak povrsini ploskve, po kateri
integriramo
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S:Ldezg‘N(u,v){dudv

Ker je po (2.37) res N = I, xT,, je povrsina ploskve

S= j j IF ;| dudv (2.53)
D

Primer:
Z uporabo ploskovnega integrala izraCunajmo povrsino krogle.

Resitev:

Enacba krogle, ki ima sredi$¢e v izhodis¢u koordinatnega sistema, je X +y>+2z° =a’.
Vpeljemo parametra u in v tako, da je u kot med osjo x in krakom v vodoravni ravnini in
pretee vrednosti med 0 in 27, v pa je kot, ki ima en krak na osi z, drugi pa se spreminja v

ey . . /- VA . . .
navpiéni smeri med ) in +E' Potem so komponente krajevnega vektorja r :(x, Y, z), Ki
opisujejo vse tocke na krogli, takSne: X=acosvcosu,y=acosvsinu,z=asinv. Enacba
krogle se v parametri¢ni obliki glasi:

R . . . T T
= r(u,v) =(acosvcosu,acosvsin u,asmv), 0<u<2r, _ES Y SE

Od tod sta parcialna odvoda
I, =(—acosvsinu,acosvcosu,0) in F, =(—asinvcosu,—asinvsinu,acosv)

ter njun vektorski produkt

i i k
I,xT, =|-acosvsinu acosvcosu 0 [= a2coszvcosu,azcoszvsinu,azcosvsinv)
—asinvcosu -—asinvsinu acosv

Velikost tega vektorja je

IF, xF| = \/(az cos?veosu) +(a?cos?vsinu) +(a’ cosvsinv) =+/a*cos?v =a? cosv

Z uporabo formule (2.53) dobimo znano formulo za povrsino krogle:
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T T
27

i, xE|dudv= Iazcosvdudv a J.u| cosvdv=2zra’ J.COSvdv—
0

X

N‘N'—"\":‘

2 2

:Znazsinvli =2na’ (1-(-1))=4rd®
2
*e

2.2.3 Gaussov izrek

Gaussov izrek (ali tudi izrek Gauss-Ostrogradski) dolo¢a zvezo med trojnim integralom po
danem prostorskem obmocju in ploskovnim integralom po sklenjeni ploskvi, ki doloca to
prostorsko obmocgje.

Izrek o divergenci: Naj bo V zaprto prostorsko obmocje in P mejna ploskev tega obmocja.
Naj bo nadalje F(x,y,z)=(F,F, F,) zvezna vektorska funkcija, prav tako naj bodo zvezni

vsi njeni prvi odvodi, cose, cos f in cosy pa naj bodo smerni kosinusi vektorske enote N na

normali ploskve P, ki naj bo ves cas usmerjena ven iz obmocja V , torej naj kaze na zunanjo
stran robne ploskve P.
Tedaj velja

j j divFdV = j j FidP (2.54)

Formula (2.54) je Gaussova formula (ali tudi formula Ostrogradskega).

Formulo lahko zapiSemo tudi s komponentami

J’J‘J’(a': a5, , O ]dXdde—J.J.FCOSa+F cos B+ F,cosy)dP (2.55)

ali pa

oF, oF, oF
j J j (&uﬁﬁua—;j dxdydz = jp j (F.dydz + F,dzdx + F,dxdy ) (2.56)

Dokazimo ta izrek za enostavno prostorsko obmocje V, ki naj bo omejeno s tremi ploskvami:
spodaj in zgoraj s ploskvama P, ter P, z enatbama z,(X,y) in z,(X,y), ob strani pa s

cilindricno ploskvijo P, (slika 2.22). Obe ploskvi P, ter P, naj imata isto projekcijo na
ravnino (X, y), to je obmocje D, ki je kar projekcija telesa na ravnino (X, y).
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|_—— P, (cilindri¢na ploskev)

y

=}

v

Slika 2.22: Prostorsko obmocje V, omejeno s ploskvami P, P, in P,

Vzemimo trojni integral .U J' %dxdydz in ga prevedimo na dvojnega tako, da integriramo po
z
\%

z. Zaradi dogovorjene oblike obmocja V dobimo

m.ﬁdxd dz—” Zz(j('yy)%dz xd —H(F X ¥,2,)—F(x,y,2,))dxd
v oz yee = D La(xy) oz y= s 3( Y 2) 3( Y5 1) y
oziroma

J}/U% dxdydz = J;;[ F (XY, zz)dxdy—_g F, (X, Y.z, )dxdy

Sedaj izracunajmo S$e ploskovni integral H F,dxdy , kjer je P celotna ploskev prostorskega
P
obmocja V. Integriramo po zunanji strani te ploskve (normala kaze ven iz telesa). Normala na

ploskvi P, oklepa s smerjo z osi kot y, ki je med % in 7, zato je cosy <0, normala na

ploskvi P, oklepa s smerjo z osi ostri kot, zato je tam cosy >0, normala na ploskvi P, pa
oklepa z osjo z pravi kot, zato je tam cosy=0. Ce v (247), to je

jpj ﬁﬁdP:J’Dj(—Flp—qu+F3)dxdy in (2.52), to je jpj ﬁﬁdpszj(ﬁdydudezdx+F3dxdy),

vzamemo F = (0,0, F3) dobimo ploskovne integrale izrazene z dvojnimi integrali, pri ¢emer
je ploskovni integral po ploskvi P, negativen, po ploskvi P, pozitiven in po ploskvi P, enak
nic.
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JJ Py =[] Fu (x v, 2,) ey
R D
[[ Faaxdy =+[[ F, (x,y. 2, ) ccly
P, D

I I F,dxdy =0
P

Ker je

[[ Fydxdy = [[ Fydxdy + [[ Fydxdy + [] F.dxdy
P R P, P,

je potem tole res

” F,dxdy = +” F, (%, Y, 2, )dxdy —H F, (X, Y, 2, )ixdy

Malo pred tem smo ugotovili, da je tudi trojni integral J‘“'%dxdydz enak istemu izrazu,
z
\%

zato velja enakost
oF
'Uj _623 dxdydz = 'U‘ F,dxdy

Na podoben nacin (z izborom ustrezno enostavnega prostorskega obmocja in njegove
projekcijo Se na ostali dve koordinatni ravnini) bi dobili potrditev Se dveh izrazov

”j R dxdydz = H F.dydz
'UI% dxdydz = 'L F,dzdx

Ko vse tri izraze sestejemo, dobimo

[ 2 ixaydz-+ [[] 2 cixaydz + [[] O axydz = [] Fydz + [ F,dzchc+ [] Fyaedy
v OX v ooy v oz P P P

oziroma krajse

m [8F i jdXdez = j [ Fidydz + F,dzdx + F,dxdy
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To pa je ravno Gaussova formula. S tem je izrek dokazan za enostavna prostorska podrocja v
prostoru (X, Y, Z) , to so taksna, kjer vsaka vzporednica s posamezno koordinatno osjo prebode

mejno ploskev najve¢ dvakrat. Ce prostorsko podro&je ni tako preprosto, pa ravnamo tako, da
ga z odsekoma gladkimi ploskvami razdelimo na kon¢no mnogo takih delov, da je vsak od
njih enostavno prostorsko obmocje. Gaussovo formulo uporabimo na vsakem od njih, za
celotno obmocje pa rezultate sestejemo.

Primer:
Z uporabo Gaussove formule izratunajmo ploskovni integral funkcije F = (xzz, X2 +172°, zzx) po

ploskvi P, dani s pogoji x*+y*+2z°<1, x>0 in z>0.

Resitev:
Po Gaussovi formuli (2.54) lahko ploskovni integral zapiSemo s trojnim integralom takole

[[ Fndp = [[[ divFdv .

P \
V nasem primeru je divF RO N i 2mx=axa,
oXx oy oz

Ploskovni integral je torej

[[ FndP = | J [ 4xzdv

P

Prostorsko obmocje V  je dano z istimi pogoji, kot ploskev P. Pogoj x*+y?+2z°<1
predstavlja notranjost krogle s polmerom 1 in srediS¢em v izhodiS¢u prostorskega
koordinatnega sistema, dodatna pogoja x>0 in z>0 pa dolocata Cetrtino te krogle.

Trojni integral m' 4xzdV bomo ugnali z uvedbo sfernih koordinat (1.37), to je
\%

X=rCcoS(pcosy
y=rcosesing
z=rsing

V tem primeru bodo meje za nove koordinate naslednje:

(pel:O,%}, Se[—%,%}, re[0]

a(x,y.2)

o(r.e.9)

.m‘lXZdV = 4_[” r* sin @ cos® ¢ cos 9dpd gdr
v v

Zaradi 4xz=4r’sinpcosecos9 in J(r,¢p,9)= =r?cos¢ dobimo
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Obmodje V* je dologeno s pogoji ¢ e [0%} e [—%%} r[0,1]. Od tod dobimo

mA'XZdV = 4? cos” psin cod(of cosl9dl9j' rdr =
Y 0 z 0
_ 4(_ cos® qu
3

2.2.4 Stokesov izrek

N

2

z
2 T 5

LT
(sin )z . —
(sin )‘l :

0 2

1

*e

Stokesov* izrek povezuje krivuljni in ploskovni integral in definira njuno medsebojno

povezavo. Povejmo Stokesov izrek brez dokaza®.

Naj bo P odsekoma gladka ploskev v prostoru in naj bo omejena z odsekoma gladko sklenjeno
krivuljo C, ki lahko sestoji iz enega ali vec delov. Krivulja C naj bo orientirana tako, da lezi
ploskev P ves cas na njeni levi strani, ko se pomikamo vzdolz krivulje v pozitivni smeri. Naj
bosta Se F(x,y,z) zvezna vektorska funkcija (vektorsko polje), odvedljiva v tockah ploskve P

ter n=(cosa,cos S,cosy) enotni vektor na normali ploskve P. Tedaj velja

Izraz (2.57) je Stokesova formula.

Ker je rotor vektorskega polja F =(F,F,,F,) po definiciji

i J k

rotlfzi 0 0|k oK i‘{ﬁ 8F3)]+ oF, ok K
oXx oy oz oy oz oz oX ox oy
Fl FZ F3

lahko Stokesovo formulo zapiSemo s komponentami takole

J'J' %_% COSOH’(%—%jCOSﬂ‘F %_ﬁ cosy dP:(y(FldX—}- FZdX+F3dZ)
sl\oy oz 0z OX ox oy g

4 Sir George Gabriel STOKES (1819-1903), irski matematik in fizik.
5 Dokaz si bralec lahko prebere npr. v knjigi Vidav: Vi§ja matematika II, DZS, 1975, stran 413.
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oziroma

ok oF aFg,j oF, OF
— Nt = N,+ N, [dudv=0(Fdx+F,dx+F,dz 2.58a
”[(ay 6‘2] 1+( oz ox) \ox oy)° i}g( idx-+ F,dx+ Fdz) (2.582)

D

Tu je D obmoé¢je na ravnini (U,V), C* sklenjena ograja tega obmocja in
N=r xr,=(N,N, N;). V izrazu na levi strani smo upostevali e relacijo (2.45), to je
ndP = Ndudv .

Krivuljni integral vektorskega polja vzdolz sklenjene krivulje smo imenovali cirkulacija
polja, ploskovni integral vektorskega polja po ploskvi P pa pretok polja skozi ploskev P.
Zaradi tega lahko Stokesov izrek v primeru, ko sklenjena krivulja sestoji iz enega samega
kosa, povemo z besedami takole:

Cirkulacija vektorskega polja F vzdolz sklenjene krivulje C je enaka pretoku rotorja tega
polja skozi ploskev P, ki jo dana krivulja ograjuje.

Primer:
Naj bo ploskev S v prostoru paraboloid (slika) z enacbo z=1-x*-y? z>0, vektorsko polje
pa naj bo dano takole F =(y,z,x). Preverimo Stokesov izrek.

Reditev:
Sklenjena krivulja C je kroznica s polmerom 1 na ravnini (X, Yy). Enacba kroznice v
parametri¢ni obliki je F(t)=(cost,sint,0),te[0,27].

Tangentni vektor na krivuljo C je r(t)=(-sint,cost,0).
Vektorsko polje na krivulji C je F(F(t))=(sint,0,cost).

Desna stran v (2.75) je v tem primeru
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¢ Fdr = Frd fsmtOcost sint,cost,O)dtzT—sinztdt
C C 0

0

2 2
Ker je |=ISin2XdX=%X—%Sin2X+C in je jsin%dx:[%x—%sian} =, dobimo
0 0

2z

@Ifdfzgﬁ f sint,0,cost)-(—sint,cost,0)dt = I—sinztdtz—n
C C 0

0

Sedaj izracunajmo Se levo stran Stokesove formule.

Vzeli bomo u=x,v=Yy, zato je z=1-x"—-y*=1-u®-V? in ploskev P je v vektorski obliki
F =(u,v,1-u’ —v*). Od tod sta oba parcialna odvoda T, =(1,0,~2u), 7, =(0,1,-2v)in

o)

ij
N(u,v)=rxF =1 0 —2u|=(2u,2v,1)
01 -2v

Zapi§imo spet spremenljivke X, y in z in imamo normalo N =(2x,2y,1). Vse tri komponente
S0 pozitivne, zato bodo predznaki pozitivni.

Zaradi F =(y,z,x) je

rotF =

Q)|Q) =

i ] i jk
9 ﬁ 09038 :(_1,_1,_1)
oX oy OX 0y oz

F F y X z

o

rotF - N =(-1,-1-1)-(2x,2y,1)=-2x-2y-1
Leva stran se torej glasi

J.J.(rotlE JidP = ”(—2x —2y-1)dxdy

Obmocje D je kroznica s polmerom 1 na ravnini (X,y), zato bomo dvojni integral resili z
uvedbo  polarih  koordinat:  x=rcose, y=rsing, ¢ €[0,27],r€[0,1], Jacobijeva
determinanta je J =r in dvojni integral se poenostavi

98



IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE
ﬁ(—Zx— 2y —1)dxdy = ﬂ(—zr cosg—2rsing—1)rdrde =
D D*

oL O

1| 27
= —.[D (2rcosp+2rsin (/H—l)d(p} rdr =

1
27r?

=—j.27rrdr=— =-r
0

0

Desna stran je res enaka levi. Seveda smo pri tem uposStevali pravilno orientacijo tako pri
ploskovnem kot pri krivuljnem integralu. Sklenjena krivulja C je bila orientirana pozitivno (v
nasprotni smeri urinega kazalca) in ploskev P je ves ¢as na njeni levi strani. Normala na

ploskev je zato orientirana pozitivno in usmerjena v zunanjost paraboloida.
*"e
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3.1 FOURIEROVA TRANSFORMACIJA

3.1.1 Definicija Fourierove transformacije

Naj bo f (t) realna funkcija neodvisne spremenljivke t z definicijskim obmog¢jem na celi realni
osi (—oo, + oo).

Opomba: Neodvisna spremenljivka t v konkretnih primerih, ki jih srecamo v tehniki, obicajno
pomeni cas.

Zahtevajmo, da naj ima realna funkcija f(t) samo konéno mnogo singularnih* tock (*glej

npr. http://mathworld.wolfram.com/SingularPoint.html) in v teh tockah samo kon¢no velike
skoke.

Definicija: Funkcijo

F(w)= [ f (et (3.01)

imenujemo Fourierov transform funkcije f(t), pri cemer je i imaginarna enota (i* = -1),
o pa je neka realna spremenljivko, ki jo imenujemo frekvenca. Integral v (3.01) mora na
intervalu (—oo, +o00) seveda eksistirati, za funkcijo f(t) pa zahtevamo, da je absolutno
integrabilna, torej mora biti izpolnjen pogoj

T\ f(t)dt < oo (3.02)

Vse realne (Casovne) funkcije f(t) sestavljajo realni (casovni) prostor, ustrezni Fourierovi

transformi F(a)) pa sestavljajo kompleksni frekvencni prostor.

Transformacija (3.01) torej preslika funkcijo iz realnega ¢asovhega prostora v kompleksni
frekvencni prostor.

Za Fourierov transform F(w) obi¢ajno uporabljamo znak:
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F(o)=F{f (1) (3.03)

V (3.03) je F Fourierov operator, ki preslika realno ¢asovno funkcijo f(t) v kompleksno
frekvencno funkcijo F(w), torej

F. f(t)>F(o)

Enacbo (3.01) potem zapiSemo tudi takole:

F[10)]-F(e)= ] f (et (3.04)

Fourierova tranformacija je bijektivna, to pomeni, da obstaja tudi inverzna Fourierova
tranformacija , ki transform F(w) preslika v ¢asovno funkcijo f(t):

F1 (o) > £ (1)

Inverzno Fourierovo transformacijo dobimo iz (3.01) z inverzno formulo:

}"‘Z[F(a)):|= f(t):i T F(w)e“dao (3.05)

27

—00

Ko je funkcija f(t) znana in jo analiziramo v ¢asovnem prostoru, govorimo o valovni obliki

funkcije (signala), ker je iz nje jasno razvidno, kako so amplitude razporejene v ¢asu. Ko je
dani signal F(w) v frekvenénem prostoru, pa govorimo o spektralni gostoti signala, ker je iz

njega jasno razvidno, kako so amplitude razporejene po frekvencah.

3.1.2 Lastnosti Fourierove transformacije

Za Fourierovo transformacijo je mogoce izpeljati nekatere lastnosti (pravila), s katerimi si
olajsamo rac¢unske postopke. Navedimo jih brez dokazov.

1. Linearnost

Fourierova transformacija linearne kombinacije zveznih realnih funkcij je linearna
kombinacija Fourierovih transformacij posameznih funkcij.
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Flaf,(t)+a,f,(t)++a,f, (1)} =

=, F{f,(t)} + . F{ £, ()} +-+a, F {1, (1)} (3.00)

Formulo (3.06) dobimo iz (3.01) oz. (3.04), pri ¢emer upostevamo, da je integriranje linearna
operacija.

Na podoben nacin ugotovimo $e, da tudi za inverzno Fourierovo transformacijo velja lastnost
linearnosti, to je:

F {alFl(a))+a2F2 (@)+:+a,F, (a))} -

- o FH{F (o)} + 0, F H{F, (o) ++a, F H{F, ()} (3.07)
Zapis
f(t):(fl*fz)(t):T f,(0)f,(t-7)dz (3.08)

imenujemo konvolucija ali konvolucijski integral funkcij f,(t) in f,(t).

Fourierova transformacija konvolucije dveh funkcij v ¢asovnem prostoru je enaka produktu
obeh pripadajocih transformiranih funkcij v frekven¢nem prostoru:

F{(f 1) O =F L)} F{,(t)}=F(o)-F (o) (3.09)

Podobno je inverzna Fourierova transformacija konvolucije dveh funkcij (Fourierovih
transformov) v frekvenénem prostoru enaka produktu osnovnih funkcij v ¢asovnem prostoru:

F! {ij ()R, (w—ir:)dé}z L(BF() (3.10)

27

3. Pomik

Pod tem pojmom lo¢imo dve moZnosti — ¢asovni pomik f(t—to) in frekven¢ni pomik

f (a)—a)o). Za Fourierovi transformaciji teh funkcij veljata naslednji lastnosti:
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3.1.  Casovni pomik

F{f(t-t,)}= T f(t—t,)e " dt=F (w)e ™" (3.11)

V (3.11) pomeni F (o) =F{f (t)}.

3.2 Frekvencni pomik

FH{F(0-a) = [ Fo-a)ddo=f (e (3.12)

V (3.12) pomeni f (t)=F*{F(w)}.

4. Razteg

F[ f(at)]=

é'—.S

g 1 0]
f(Aat)e“'dt==-F| = |, 1>0 3.13
(e =252 613

Lastnost (3.13) ima pomembno vlogo v teoriji signalov, ker sprememba trajanja neke ¢asovne
funkcije daje enako obliko transforma, spremenita se samo velikost in frekvenca. V
konkretnem primeru to pomeni naslednje: ¢im kraj$i je Casovni interval, tem vecji je
frekvencni obseg in obratno.

5. MnozZenje z eksponentno funkcijo

F [ei’“ f (t)]= I e’ f(t)e ™ dt=F (w-2) (3.14)
6. Transformacija odvoda
Za odvode f"(t)= d d:”(t) in F"(w)= d dF(n ) veljata pomembni prakti¢ni lastnosti.
@
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F{tO(0)=(io) F(o) (3.15)

FHFO (o)) =(-io) £ () (3.16)

7. Transformacija integrala

t
Za Fourierovo transformacijo integrala j f(z’)dr velja naslednja lastnost

—00

]—“{j f(r)dr}=m (3.17)

Ce v (3.17) upostevamo, da velja iz—i , dobimo
|

f{j f(r)olr}z—i-M (3.17a)

(0]

—00

7. Krizna korelacija in spektralna gostota

KriZna korelacija funkcij f,(t) in f,(t) je tale izraz

0

Ry (t) = [ fu(2) f,(t+7) dz (3.18)

—00

Fourierova transformacija krizne korelacije (3.18) pa je spektralna gostota

D,y (0)=F (R, (t)}:_]g(fl(f)fz(t+r)dr)e‘i“’tdt (3.19)

Ozna¢imo F { fl(t)} =F(®) in F { f, (t)} =F,(w). Z znakom F'(®) ozna¢imo konjugirano
kompleksno vrednost funkcije F,(®).

Za spektralno gostoto (3.19) velja relacija:

Dy, ()= F (R, () =F' (@) F,() (3.20)
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8. Avtokorelacija in spektralna gostota avtokorelacije

Avtokorelacija funkcije f,(t) je definirana z integralom:

Ru(t) = [ £,(2) fy(t+7) dr (3.21)

Fourierova transformacija avtokorelacije se imenuje spektralna gostota avtokorelacije in je
dolocena z izrazom:

@y, (w)=F{Ry (t)}= | (f,(x)f,(t+7)dr)e "t (3.22)

fe—3

Za spektralno gostoto avtokorelacije velja naslednja relacija:

@(0)=FRu(0}=F (0)Fi(2)=(R(@) (3.23)

V nadaljevanju spoznajmo dve posebni funkciji, ki v konkretnih prakti¢nih primerih zelo
pogosto nastopata. To sta enotina stopni¢na (ali tudi: sko¢na) funkcija in enotina impulzna
funkcija.

3.1.3 Enotina stopni¢na (sko¢na) funkcija

Enotina stopni¢na (ali tudi: sko¢na) funkcija® u(t—a) (angl.: Unit step function) je za vsako
pozitivno $tevilo (a>0) definirana s pravilom:

0 za t<a

u(t—a):{ (3.24)

1 za t>a

Funkcija (3.24) je za vse t<a enaka ni¢ (lezi na abscisni osi), v t=a pa naredi skok viSine
ene enote in je nato konstantna v tej visSini (slika 3.01).

® Imenovana tudi Heavisideova funkcija; Oliver Haeviside (1850-1925), angleski matematik in fizik.
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Slika 3.01: Enotina stopni¢na funkcija u(t—a)

Kadar je a=0, ima enotina stopni¢na funkcija skok v tocki t=0 (slika 3.02).

u@={

0 za t<0

3.24a
1 za t=>0 ( )

U@)T

1

_—

Shi

Enotina stopni¢na funkcija j
je potrebno vklopiti ali izk

t

ka 3.02: Enotina stopni¢na funkcija u(t)

¢ uporabna v inzenirskih aplikacijah in ima pomen v primerih, ko
lopiti funkcijo f(t), ki opisuje neko dogajanje. Ce to funkcijo

pomnozimo z enotino stopni¢no funkcijo u(t—a), lahko s tem dosezemo ponazoritev raznih

konkretnih in realnih mozZnosti.
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3.1.4 Enotina impulzna funkcija

Enotina impulzna funkcija ali Diracova’ ¢ - funkcija je dolo¢ena z izrazom:

S(t)=—-~ (3.25)

Td(t)dt =1

Enotin impulz je za vse vrednosti neodvisne spremenljivke, razen za t =0, enak ni¢, njegova
plosc¢ina pa je enaka enoti. To funkcijo si zato graficno predstavljamo kot puscico, ki ima zelo
majhno (»skoraj ni¢«) Sirino, neskonéno veliko visino in plos¢ino enako 1 (slika 3.03).

a(t)

0 t

Slika 3.03: Enotina impulzna funkcija

Splosni impulz V(t) pa je dolocen z izrazom:

v(t) = ad(t) (3.25a)

V (3.25a) je koli¢ina « jakost impulza in predstavlja njegovo ploscino:

Tv(t)dt = Taa(t)dt = aT5(t)dt —a-l=a

7 Paul Adrien Maurice Dirac, (1902 — 1984), angleski teoreti¢ni fizik, raziskoval kvantno mehaniko in kvantno
elektrodinamiko, skupaj z Erwinom Schrédingerjem je leta 1933 prejel Nobelovo nagrado za fiziko.
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Primer:

IzraGunajmo Fourierov transform funkcije f (t)= e a>0

Resitev:
Fourierov transform bomo izracunali po definiciji (3.04)

F [e‘“‘z}: T e e dt= T e g = T e_(

—00

o]

wZ 2

=e 4 T e{ﬁ%%f dt=e 4|
Resimo integral -
I = T e{ﬁt+2i’jf%jz dt

2o

Meji integrala ostaneta enaki tudi za spremenljivko u in integral | zapiSemo v obliki

s substitucijo u = -t+ — du=+e-dt.

1 5 .
I:—a[Ce du.

Ja

Ta integral reSimo z naslednjo zvijaco: integral kvadrirajmo in ga spremenimo v dvojni
integral.

L fevqn et fevauferaed |
Iz—a[Oe du:>|2_a£e duj'e dv =

N7 » I je_(u2+vz)dudv

V zgornji integral vpeljemo polarni koordinati u=rcose,v=rsing.

Od tod je Yu?+Vv? =r, dudv =rdrde.
Meji za novi spremenljivki sta: r €[0,0], ¢ €[0,27] in integral se sedaj glasi

27 o

- ]O T e dudy = EJ‘ je‘rzrdrdga: 1Te‘rzrdrzfdgo :2—7[Te"2rdr =
a5 a% 0 4%

o
o2z e T ’72'
a ( 2 JO a a

Od tod pa ze dobimo iskani Fourierov transform:

e e
f[e‘“‘z]ze da.| = /z-e 4a
a

LR X/
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3.1.5 Tabela nekaterih Fourierovih transformov in

raCunanje z njimi

Fourierovi transformi za konkretne funkcije, ki se v praksi pojavljajo, so seveda ze izracunani.

Nekatere (najpogosteje uporabljane) zapiSimo v spodnjo tabelo.

f(t) F(o)
5(t) 1
1 275(w)
u(®) 7 (o) + -
o
sin ot 7 8w —wy)—S(w+w,)
Cosw,t 7 S(w—wy)+S(w+w,)
u(t)sine,t w? P
() 0 Foa)z-i_z 5(0)—0)0)4'5(0)4'(00)
U(t)coset —zla) ; +Z Sw—wy)+8(o+a,)
w0y —w° 2
_t T
u(t)e - 1+iot
ot 2
u(t)te * m
tk ot Tk+1
ut)—e - — %
( )k! (1+io7) "
_t 1
u(t)(l—e Tj io(l+ior)
L—7

(l+iwr,)l+iw,)

ut) e *sinw,t

2
@, T

(l+iew Z')2 + (a)or)2

_t
u(t) e *cosw,t

r(1+iwr)

(1+iw r)2 + (a)or)2

Iz lastnosti Fourierove transformacije vidimo, da je raCunanje s Fourierovimi transformi Vv
kompleksnem frekvenénem obmocju precej enostavnejSe kot s funkcijami v realnem
¢asovnem obmocju. Zato veliko problemov reSimo tako, da ¢asovne funkcije transformiramo
v frekven¢no obmocje in tam izvedemo zahtevane racunske operacije. Na ta nacin dobimo
rezultat, ki je seveda neka kompleksna funkcija v frekvencnem obmocju, zato jo z inverzno
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Fourierovo transformacijo preslikamo v realno (¢asovno) obmocje. Tega praviloma ne
pocnemo z uporabo formule (3.05), pac pa le uporabimo tabelo Fourierovih transformov.

Ce je dobljena funkcija F(w) tak3na, da je ne najdemo v tabeli, si lahko pomagamo tako, da
jo zapiSemo kot vsoto enostavnejSih izrazov — takSnih, ki jih najdemo v tabeli.

V prakti¢nih primerih pridemo do izrazov, zapisanih v obliki racionalne funkcije:

n

Q(@) b, (iw)" +...+b(iw)+b,

a,(io)" +...+a(iw)+a,

Ker se imenovalec vedno lahko razstavi na produkt linearnih ¢lenov, lahko taks$ne funkcije
zapiSemo kot vsoto parcialnih ulomkov.

P(w) _ a,(io)" +...+a,(i) +a,
Q(a)) by, (ia)—pl)(ia)— pz)"'(iw_ pm)
A N B . M

(ia)—pl) (ia)—pz) (ia)—pm)

Iz tega izraza na enega od ve¢ moznih nacinov izraCunamo neznana S§tevila v Stevcih
parcialnih ulomkov, tako da je funkcija F () vsota taksnih izrazov, ki so zagotovo v tabeli.

Primer:
(ia))2 +5(iw)+2
(ia))3 + 3(ico)2 +4(iw)+2

Funkcijo F(o)= moremo zapisati v obliki

A B C
Fo) =- + - - 4 - _
lo+1 1o+l1-1 1lo+1+i

IzraCunamo Stevce, npr. tako, da gornji izraz pomnoZimo z najmanjSim skupnim
imenovalcem, uredimo in primerjamo koeficiente pri enakih potencah @ na levi in desni
strani enacbe. Z nekoliko racunanja dobimo:

szt sk

A=-2, B
2 2

Zaradi lastnosti Fourierove transformacije je

_ 4 "
f(t)= F - 2 +1,_5J§e_ +1:5\/§e_
o+l 1w+1-i lo+1+1
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_f_l{ -2 }+]_-_1 1,5¢§e‘i7” L F 1,5«/§ei7”

iw+1

iw+1—i io+1+i

=-2e"+ % e ‘e ™y ¥ g4 et =g (—2 +342cos (t - %D

LA R 4

3.2 LAPLACEOVA TRANSFORMACIJA

3.2.1 Definicija Laplaceove transformacije

Iz prej§njega poglavja vemo, da mora vsaka realna funkcija f(t), za katero Zelimo tvoriti
Fourierov transform (3.01), zadoScati pogoju (3.02), ki zahteva konvergentnost integrala

T| f(t)[dt .

V inzZenirski praksi pa imamo opraviti tudi s funkcijami (npr. periodi¢ne, hitro narascajoce
funkcije), ki temu pogoju ne zado$cajo. Razred transformabilnih funkcij lahko bistveno
povecamo, ¢e dopustimo konvergenco glede na nek eksponentni faktor. Na osnovi takSne
zamisli pridemo do Laplaceove transformacije, ki jo torej lahko pojmujemo kot razsiritev
Fourierove transformacije.

Laplaceova transformacija je definirana samo za funkcije f(t), ki so za t <O enake ni¢. Na

osnovi tega pogoja in z uvedbo faktorja konvergence e ' dobimo pogoj konvergence, ki mu
mora funkcija ustrezati:

T\f(t)(e-‘“dt@o, ceR (3.26)

Najvecja spodnja meja iz mnozice Stevil o, za katero je integral (3.26) Se konvergenten, se
imenuje abscisa absolutne konvergence in jo oznaimo z znakomo,. Velja torej:

0, <0<©,
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Definicija: Naj bo f(t) realna funkcija, ki je za t <O enaka ni¢, za t>0 pa odsekoma
gladka in s koncnim Stevilom singularnih tock (tock nezveznosti). Funkcija f (t) naj tudi
zadosca pogoju absolutne konvergence (3.26) za o, < o <. Funkcijo

F(S)zzf(t)e“dt, s=o+iweC (3.27)

imenujemo Laplaceov transform funkcije f(t), ce ta integral obstaja za vsa kompleksna

Stevila s iz nekega danega in znanega podrocja v kompleksni ravnini. Operacija, ki realni
funkciji f(t), definirani za t >0, priredi Laplaceov transform F(s), se imenuje Laplaceova

transformacija. Laplaceova transformacija pomeni preslikavanje realne funkcije f(t) iz
realnega (casovnega) obmocja v kompleksno ravnino.

Za Laplaceov transform F(s) uporabljamo znak:
F(s)= {f(t)} (3.28)
/" je Laplaceov operator, ki preslika funkcijo f(t) v funkcijo F(s), torej
7 f () F(s)

Laplaceova transformacija je bijektivna, tako da obstaja tudi inverzna Laplaceova
transformacija, s katero izraCunamo realno funkcijo iz njenega Laplaceovega transforma:

f(t):%m _[F(s)e“ds, c>o, (3.29)

Inverzna Laplaceova transformacija ™ preslika transform F(s)iz kompleksne s-ravnine
nazaj v realno obmogje: /" ~:F(s)— f(t). To obicajno pisemo v tejle obliki:

f(t)="""F(s)} (3.30)
Integral (3.29) racunamo vzdolz premice o =c, ki smo jo dobili tako, da lezijo vse

singularnosti, torej vsi poli funkcije F(s)na levi strani te premice. Podrogje konvergence je
tisti del kompleksne ravnine, Kjer ni polov Laplaceovega transforma F(s) (slika 3.04).
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S, podrocje
S, konvergence
o
S3
— 0 —=
0 C Re
Sq
S
o5

Slika 3.04: Podrocje konvergence Laplaceove transformacije

3.2.2 Lastnosti Laplaceove transformacije

Lastnosti Laplaceove transformacije dobimo iz definicije (3.27).

1. Linearnost

Laplaceovo transfomacijo in inverzno Laplaceovo transformacijo odlikuje lastnost linearnosti.

Ak )+, £ 0+ K, f (O =k, £ (@) +k, 7 {F () +k, { (1))
(3.31)
O i (0K, )+ -k () =k ROk, () k, T (1)

V obeh zgornjih izrazih so koeficienti k;,k,,...,k, poljubna od ni¢ razli¢na realna Stevila.

Dokaz:
Lastnost (3.31) dobimo direktno iz definicije Laplaceove transformacije (3.27). Upostevati
moramo le lastnosti intrgriranja.
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Sk () K, By (t) 4k, o ( I[klf )k, £, (t)+--+k, T, (t) Je dt =

=T[k1 fl(t)]e‘S‘dHT[kz f, (t) e‘s‘dt+- : -+I k f (t)]e‘“dtz

=le fl(t)e‘stdt+sz f,(t)e ™ dt+- -+knT f(t)e “dt=
0 0 %

k(O +k, {0+, {1 (1))

Podobno bi zgornjo lastnost potrdili tudi za inverzno Laplaceovo transformacijo.

2. Konvolucija

7 {I f.(2)f,(t- r)dr}::/ {LO) 7L} =F(s)F.(s)
1% 1{ L G]Jwﬁ(p)Fz(s—p)dpJ:(fl*fz)(t)

27“ o—-iw

(3.32)

Pravilo za Laplaceovo transformacijo konvolucije dobimo takole: konvolucijo dveh funkcij
f.(t) in f, (t) ozna¢imo  jo z f(t), smo zapisali kot integral

f() (f *f :'[ t T)d’l' Za funkciji f ( ) in f, (t), Ki pa sta za enaki ni¢ za vse

t <0, pa je konvolucija taksna funkcija: f (t)=(f,*f,)(t)=| f,(¢)f,(t—7)dz .

Ot—

Po definiciji Laplaceove transformacije je potem tole res (0 <z <t)

F(s)=~ {f(t) f/{jf (- rdr}—j(jf (- f)dfj e dt= ”e‘“f f,(t—7)dzdt

Zamenjajmo vrstni red integriranja j j e’“f t rdtdr in uvedimo novo
7=0 t=0

spremenljivko u=t—7z=>du=dt. Meje integriranja so sedaj z[0,0), ue[0,:0). Na ta

nac¢in dobimo

9= ] e e opmar{ fe=toar |{ e o |- 1) (1)-ROR O

7=0u=0 0
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3. Paralelni premik (Casovni zamik)

Naj bo funkcija g doloc¢ena kot ¢asovni zaostanek funkcije f, naj torej velja

0 O<t<a
g(t)= f(t-a) t>a

To pomeni, da sta funkciji f in g identi¢ni, vendar z zamikom a (slika 3.05).

f(t) 9(t)

~_ aws

»
»

t t=a t

v

Slika 3.05: Paralelni premik

Tedajje {f (t—a)} =T f(t—a)e™dt =T f (r)e’s(a”)dr =g ® L’/'{f (r)} =e F(s)

St (t-a)=e= {1 (1)} (3.33)

4. Produkt funkcije z eksponentno funkcijo

Naj bosta dana funkcija f(t)in skalar a. Za funkcijog(t)=e®f(t) dobimo Laplaceov
transform po definiciji : ~ {e* f (t)} :Ieatf (t)e’“dt:_[e‘(s‘a)‘f (t)dt=F (s-a).
0 0

Ugotovili smo pravilo

et (1)} =F(s-a) (3.34)
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5. Produkt funkcije s potenco

V enacbi (3.27), to je F(s):J. f (t)e”*'dt, obe strani zaporedoma odvajajmo po s in dobimo
0

9= 1 e
0

(1) [ f (t)edt

o0

(-1)°[t°f (t)edt

0

F(s)

F"(s)

Splosno lahko zapiSemo

0

FO(s)=(-1)" [t"f (t)edt,n=1,2,3,... (3.35)

0

Iz formule (3.35) vidimo tudi pravilo za ra¢unanje Laplaceove transformacije funkcije,
pomnozene s potenco

St} =(-1)"F" (s),n=1,23, ... (3.36)

d"F(s
Opomba: Namesto F"(s) = 5 ) véasih pisemo tudi

F) (s) = a" it ()

ds"

—

6. Laplaceova transformacija odvoda funkcije

Laplaceov transform prvega odvoda dobimo tako, da integral v definiciji (3.27) reSujemo z

—st

metodo per partes (u= f (t)—>du=f'(t)dt in dv=e‘5‘dt—>v:—eS ).
0 ) e—st © o e—st f(O) 1% )
)l =] f(t)edt=|— ()] = || —|f'(t)dt=——+=]| f'(t)e "dt
[ro)=froe a2 100] -5 rom=" 22 e

V tem zapisu upostevajmo, da je Tf’(t)e’“dtz v {f ’(t)} in dobimo
0
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L) =LO)+— )

Od tod pa ze sledi formula za Laplaceov transform prvega odvoda

A (t)=s-~ {f()}-1(0) (3.37)

Opomba: Odvod funkcije po spremenljivki t ozna¢imo tudi s piko s piko, torej f'(t)=f(t).
Podobno velja tudi za visje odvode.

Sedaj v enacbi {f '(t)}:J. f'(t)edt racunajmo integral na desni strani spet po metodi per
0

—st

e).
S

partes (u=f'(t)>du=f"(t)dt in dv=e“'dt>v=-

0

f '(t)T —I{— e ] f ”(t)dt:L(())+1j f(t)e dt

s Sy

V tem izrazu na levi strani uporabimo Se (3.37), uredimo in dobimo formulo za Laplaceov
transform drugega odvoda

() =5 {f(t)}-sf (0)-F'(0) (3.38)

Na podoben nacin dobimo Laplaceov transform tretjega odvoda

AEr(t)=s> {f(t)}-sf (0)-sf(0)-f"(0) (3.39)

Splosno velja

SO () =" {f (1)} =" (0) =" F ' (t) =+ —sf " (0)— £V (0) (3.40)
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7. Laplaceova transformacija integrala

t
Naj bo g(t)zj f (7)dz . Po definiciji (3.27) je njen Laplaceov transform

0

&(s) {j f (r)dr}:m f (r)dr})‘“dt: [ ] f(op=deat

0 0 t=07=0

Ker je 0<7<t, je treba integrirati zgornji dvojni integral po obmocju, ki ga vidimo na
spodnji sliki (enacba premice je t=17).

D D: te[r,), r[0,00]

v

Integrirajmo najprej v navpicni in nato v vodoravni smeri obmocja D:

j j () dzdt= j r)[ie'“dt}drzff(r)(—%e‘s‘]jdz-z

t=07=0 0

=—I s”dz'——F (s)

f 1
& {jf } = (3.41)
0 S
8. Izrek o zacetni vrednosti:
lim £ (t) = lim(sF (s)) (3.42)
9. lzrek o skrajni vrednosti:
lim f (t) = lim(s F(s)) (3.43)
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3.2.3 Tabela nekaterih Laplaceovih transformov

f(t) F(s)= "/ {f (1)}
5(t) 1
5(t - kT) e—kTs
1
u(t =
() :
1
t s
2!
t? 3
" n=012,... ;i
e—at 1
S+a
te—at 1 5
(s+a)
n,—at l
Y€ h=012... i
n! (s+a)
1_e—a'[ @
s(s+a)
. 1-e a
o« s?(s+a)
e—at _e—ﬂt 1
iy (a*5) (s+a)(s+p)
e - pe s
— (@#h) (5+a)(s+ )
. k
sinkt 21 K2
s
coskt 1 K2
=-sinkt arctg—
s
1 1, s?+k?
~.(1-coskt =.
: (1-coskt) > In 2
k
—-at 4
e “ sinkt (S+a)2+k2
S+a
—at
e " coskt (S+a)2+k2

120




IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE

k2
1—coskt S(sz—+k2)
k3
kt—sinkt m
2ks
t-sinkt m
_ 2k®
sinkt—ktcoskt W
_ 2ks”
sinkt+ktcoskt —(sz+k2)z
(5*—’)s
cosat—cos 2 3
o ﬁt (Sz+a2)(52+ﬂ2) (0! iﬂ )
. _ (B-a)(s+c)
_ at _ pt NN T
(c—a)e™ +(B-c)e (s+a)(s+ )
_pet ae” ap
e s (@7 s(s+a)(s+f)
. a
sinhat R
coshat 7 _Saz

3.2.4 Racunanje z Laplaceovo transformacijo in njena
uporaba

Za racunanje Laplaceovih transformov in njihovih inverzumov uporabljamo tabelo, v kateri
so transformi za funkcije, ki se najpogosteje pojavljajo v praksi, Ze izracunani.

Laplaceovi transformi, ki jih srecujemo v praksi, so izklju¢no racionalne funkcije kompleksne
spremenljivke s in jih lahko zapisemo v splosni obliki kot kvocient dveh polinomov:

P(s) a,s"+...+a,5+a,

F = =
() Q(s) b,s"+...+b s+b,

n<m (3.44)

V zapisu (3.44) smo privzeli, da je stopnja polinoma v imenovalcu visja od stopnje polinoma
v Stevcu. Ce bi bila stopnja polinoma v Stevcu visja od stopnje polinoma v imenovalcu, bi
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lahko $tevec delili z imenovalcem in dobili polinom in ostanek oblike (3.44), kjer bi bil pogoj
n < m zagotovo izpolnjen.

Iz Laplaceovega transforma F(s) dobimo pripadajoco realno funkcijo f(t) z inverzno

Laplaceovo transformacijo. Ce inverzuma za (3.44) ne najdemo v tabeli, potem je potrebno ta
izraz zapisati kot vsoto parcialnih ulomkov. Imenovalec lahko vedno razstavimo na produkt
linearnih izrazov, kjer so nekateri koreni (to so za racionalno funkcijo poli) lahko tudi
veckratni. Vzemimo, da funkcijo F(s) uspemo zapisati takole:

N R(s)
) s s (s a) (55

Ta izraz zapiSemo kot vsoto parcialnih ulomkov, pri ¢emer je potrebno upostevati morebitno
veckratnost nekaterih polov:

F(s) - R(s) _

(s+s,)(s+5,)++(5+5) ~+(s+85,)
(3.45)
S + K, +ot K, + A + A +---+—Ar
(s+s) (s+5,) (s+s,) (s+s) (S+Si)2 (s+s)"

pri vec¢kratnem polu moramo pisati
vse zaporedne potence

Stevila k;,K,,...,k_in A,A,,...,A dobimo po Heavisidovih® formulah.

Koeficiente k,,k,,...,k,, ki so v S§tevcu tistih ulomkov, kjer nastopa le enojni pol,
izraCunamo takole:

k, = (s+s,)-F(s) za A=1,2,...,n (3.46)

s=—s,

Koeficiente A, A,,..., A, ki nastopajo v §tevcu pri zaporednih potencah veckratnega pola, pa
dobimo po formulah:

8 Oliver Haeviside (1850-1925), angleski matematik in fizik.
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Primer:

Izradunajmo realno funkcijo Y(t), ¢e poznamo njen Laplaceov transform, ki se glasi

IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE

55+3

)= G+ 21549

Resitev:

Po formuli (3.45) napiSemo dani ulomek kot vsoto parcialnih ulomkov
Y(s) =

Koeficienti k,, k, in k, ustrezajo enojnim polom in jih izratunamo po formuli (3.46).

5s+3 kg

k, K

(s+1)(s+2)(5+3) s+l

S+2 s+3

55+3

= S

k =[(s+1)Y (s)]s_fl = [(s +1)(

+1)(s+2)(s+3)Ll=

5.(-1)+3

) [%} " (“1+2)(-1+3)

55+3

k,=[(s+2)Y(s)]_, :[(s+2)(

s+1)(s+2)(s+3)

55+3

Ky = [(S+3)Y (s)]s:_s - {(S+3) (s+1)(s+2)(s+3)
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-1 7

Torej je: Y(s)zs 1+s 2+s 3
+ + +

in od tod iz tabele Laplaceovih transformov preberemo

resitev:

y(t)=L/'1{Y(s)}=i/‘1{_l+ 7. }:

S+1 s+2 s+3

o o b e

s+1 S+2 S+
o0
Primer:
Izradunajmo realno funkcijo y(t), ¢e poznamo njen Laplaceov transform
1
Y(S) = 3
s(s+2)(s+1)

Resitev:
V tem primeru imamo tudi veckratni pol pri s=-1, zato po formuli (3.45) napiSemo
parcialne ulomke takole

1 kL k AL A A

AR 2+ 3
s(s+2)(s+1)° S s+2 s+l (s+1)° (s+1)

Koeficienta k;, in k,, ki ustrezata enojnima poloma s=0 in s=-2, dobimo po formuli
(3.46), koeficiente A, A, in A,, ki pripadajo trikratnemu polu s=—1, pa dobimo po formulah
(3.47).

k, = [sY (S)]s:o = [—3

—~
(7]
+
D
—_ =
(7]
+
[IEN
N—"
I
Ji§

Il
N

; 3 q 1 0—[(s+2)+s]
A, =£|:(S +1) Y (S)l?l =£|:ml=l :[ §? (S+2)2 ll =
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1 42 1 d? 1
9 [ss)Vy = -
( 5 [(s+ ) (s )l?l 21 d52|:s(s+2):|5=1
—(s+1)(4s* +65° +85)
s*(s+2)" _,1_
Od tod je
1 1 1 -1 -1

+=. + +
2s 2 s+2 s+1 (s+1)3

in iskana funkcija (glej tabelo):

y(t)=""{Y(s)} :%(1+e‘2t)—(14%je_t

o0

Zaradi lastnosti Laplaceove transformacije, ki odvod realne funkcije spremeni v Laplaceov
transform te funkcije pomnozen s potenco kompleksne spremenljivke s, je Laplaceova
transformacija izjemno uporabno (in predvsem preprosto) orodje za reSevanje diferencialnih
enacb. Z njeno uporabo preslikamo diferencialno enacbo realne funkcije v enostavno
algebrsko enacbo ustrezne stopnje funkcije kompleksne spremenljivke. Ce je diferencialna
enacba 1. reda, dobimo z Laplaceovo transformacijo v kompleksnem obmocju linearno
enacbo, ¢e imamo diferencialno enacbo 2. reda, dobimo v kompleksnem obmocju kvadratno
enacbo in podobno za poljubno stopnjo.

Seveda je treba upoStevati, da pri Laplaceovi transformaciji odvoda vedno nastopajo znani
robni/zacetni pogoji, zato je dobljena resitev diferencialne enac¢be vedno partikularna.
Diferencialne enacbe torej racunamo tako, da jih iz realnega obmoc¢ja z Laplaceovo
transformacijo pretvorimo v algebrske enacbe v kompleksnem obmocju (kompleksni ravnini),
kjer to enacbo brez tezav reSimo. Ker je to resitev v kompleksni ravnini, jo moramo z
inverzno Laplaceovo transformacijo preslikati nazaj v realno obmocje.

Primer:
IZ uporabo Laplaceove transformacije izracunajmo partikularno resitev diferencialne enacbe

Y(t)+ y(t)—Gy(t) =1 (t) pri zagetnih pogojih y(0)=1 in y(0)=
(Opomba: Odvode smo pisali s piko, ker je neodvisna spremenljivka oznacena s ¢rko t, ni pa
to nujno, lahko uporabimo tudi znak »¢rtica«).

Resitev:
Na enacbi §(t)+y(t)—6y(t)=f(t) izvedimo Laplaceovo transformacijo. Zaradi lastnosti
linearnosti je
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IR+ CLy3- Ly (= o {f ()

Zaradi (3.37) in (3.38) ter danih zagetnih pogojev ( y(0) =1, y(0)=1) pa je
R=s"s{y(t}-1-s in S{y(tF=s{y(t}-1.

Vstavimo oboje v zgornjo enacbo / {y(t)}+ Ly (t}— Ly (t)= L {f (t)}:

[/ y(h-1-s] + [s / {y(t}-1] -/ {y (k= <L (1)}

Oznac¢imo / {f (t)}=F(s) in dobimo

Sy ()} [* +5-6]-5-2=F(s)
. F(s) s+2 F(s) S+2
< {y(t)}: 2156 S2+5-6 (s+3)(s—2)+(s+3)(s—2)

Oznadimo Se

S+2

Y{y®3=Y(s), P(s)= W

1 : _
Graeg " )

in imamo zapis
Y(s)=F(s)P(s)+Q(s)

Iskano resitev diferencialne enacbe dobimo z inverzno Laplaceovo transformacijo:
t
y(t)=" {Y (s)}z VHF(s) P(s)+Q(s)}:I p(t—7)f(r)dc+ ~ {Q(s)}
0

|1z funkcij P(s)in Q(s)bomo dobili p(t) in q(t) z inverzno Laplaceovo transformacijo. V

ta namen bomo vsakega od obeh ulomkov P(s)in Q(s) zapisali kot vsoto parcialnih
ulomkov.

Najprej opravimo z P(s).
p(S)ZLJrL
s+3 s-2

Koeficienta k; in k, dobimo po formuli (3.46):

126



IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE

Od tod je: P(s)=-Z-——+=-——

Na podoben naéin zapisemo funkcijo

S = S+2 _ k, N K,
)= 573022 " 5+3) (5-2)

Kk, :[(s+sl)-Q(S)l:,s1 :{(“3)%1_3 :[

Od tod je:

1 1 4 1

=555 52

Pripadajoca inverzuma sta tedaj:

p(t)= H{P(s)} = L/_l{—(s+3)l(s—2)}:

Partikularna resitev diferencialne enacbe se torej glasi:
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*e0

3.2.5 Racunanje inverzne Laplaceove transformacije z
residui

V tem poglavju najprej poglejmo nekaj definicij in izrekov (brez dokazov)®, ki jih nujno
potrebujemo, da pridemo do pojma residuum in do njegove uporabe pri racunanju inverzne
Laplaceove transformacije.

Definicija: Kompleksno funkcijo f(s) imenujemo regularno analiticno v danem obmocju D,
Ce ima v vsaki tocki tega obmocja odvod in je ta odvod zvezna funkcija.

Definicija: Ce je funkcija f(s) v krogu K s sredis¢em v tocki s, in polmerom R povsod
regularno analiticna, razen v srediscu S,, potem tocko s, imenujemo izolirana singularna
tocka dane funkcije.

Izrek 1: Ce je funkcija f(s) regularno analiticna povsod v nekem obmocju D in na njegovi
ograji C, velja

§ f(s)ds=0 (3.48)

C

Z znakom if oznacujemo integral po sklenjeni krivulji C.
C

Izrek 2: Ce je funkcija f(s) regularno analiticna v obmocju D in njegovi ograji C, velja za
vsak s €D

(5)= 1)
= iﬂdg (3.49)

Izrek 3: Funkcija f(s), ki je zvezna na obmocju D, je regularno analiticna, Ce je integral po

vsaki sklenjeni krivulji tega obmocja enak 0.

® Dokaze glej npr. v knjigi Ivan Vidav, Vi§ja matematika III.
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Izrek 4 (Laurentov teorem): Ce je f (S) regularno analiticna po dveh koncentricénih kroznicah

C, in C, s srediséem v tocki s, in v obmocju D med njima, potem moremo funkcijo f(s)
razviti v Laurentovo vrsto

= 2 b
f(s) = Zak(s_so)k +Z—kk:
k=0 k=1 (S— SO)
= a, +a,(S—S,)+a,(s—5,) +a,(s—5,) + - (3.50)
b, N b, _ b, .
S=% (s-%)  (s—%0)
Koeficiente Laurentove vrste izracunamo po formulah:
1 f(&
A =5 jf ( )Mdé (3.51)
272'1 C (5_ SO)
1 k-1
by =2—m.i (6-5) " F(&)de (352)

Vintegralih (3.51) in (3.52) integriramo v nasprotni smeri kroZenja kazalcev na uri (pozitivna
smer) po poljubni sklenjeni krivulji C, ki lezi v obmocju D med kroznicama C, in C,- slika
3.06.

Slika 3.06: Smer sklenjene krivulje C, ki lezi v obmo¢ju D med kroznicama C, in C,
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Opomba: Pogosto zapiSemo Laurentovo vrsto v obliki:

o0 o0 0

f(s)= Y a(s-5) =D a(s—s,)" +Z(a—" (3.53)

k
k=—c0 k=0 k=1 (S— 50)

Koeficiente b, tedaj oznacujemo z znaki a_, . Koeficiente v (3.53) dobimo s formulo:

a, = 1§ fe) dé, k=0,1+2,... (3.54)
S)k+l

Poseben primer:

Ce je funkcija f(s) regularno analiti¢na povsod znotraj zunanjega kroga C,, potem so vsi
b, =0 in se Laurentova vrsta glasi:

f(s):iak(s—so)k (3.55)

Izrek 5: Funkcijo, ki je v tocki S, regularno analiticna, lahko razvijemo v potencno vrsto

(3.55).

Definicija: Koeficient b, (oziroma a_,) v Laurentovi vrsti okrog tocke S, imenujemo

residuum funkcije f(s) v tocki s,. Residuum oznacimo na ve¢ nacinov. V rabi so oznake:
Resf(s), (a,),, Res(s,).
Res 1(5), (a), Res(s,)

Ce krivulja C ne zajame drugih singularnih tock kot s, , potem po (3.52) oz. (3.54) dobimo
za residuum

Res f(s) = by, = —§ f(&)de (3.56)

s=sp 21
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Izrek 6 (izrek o residuih):
Funkcija f(s) naj bo regularno analiticna na krivulji C in povsod v obmodju, ki ga ta

krivulja obdaja, razen v koncnem Stevilu tock s, S,, ..., s, (Slika 3.07), v katerih ima residue:
Resf(s), Resf(s),..., Resf(s). Tedaj je integral funkcije f(s) po sklenjeni krivulji v
s=91 s=sp s=$,

pozitivni smeri enak produktu 27 in vsote vseh residuov:

§ f(s)ds =2;zizanes f(s) (3.57)

j*l S:Sj

Slika 3.07: Tocke S, S,, ..., S, , V katerih ima regularno analiti¢na funkcija f(s) residue

Za konkretno racunanje residuov lahko izpeljemo takSno pripravno formulo:

1 _fdN N
li?ka(S)Z(N—l)!SILQ:{dSN_l (s—5,) f(s)} k=12,...,n (3.58)

V formuli (3.58) pomeni N stopnjo pola s, funkcije F(s), n pa je skupno stevilo polov te
funkcije.

Napisimo to formulo za N =1, 2, 3.

Za enojni pol (pol prve stopnje, N =1) velja:

Res f (s)=lim[(s—s,) f (s)] (3.59)

s=5, S—Sp
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Za dvojni pol (pol druge stopnje, N = 2) velja:

Res f (s)= Iim{[(s—so)z f(s)” (3.60)

5=, 5SS

Za trikratni pol (pol tretje stopnje, N = 3) velja:

Res f (s)=%lim{[(s—so)3 f (S)T} (3.61)

s=Sp I s—s,

Primer:
. . . 3s+i
Izradunajmo residue funkcije f(s)= 3 i .
ST"+S
Resitev:
. 3s+i 33+ L . .
Funkcija f(s)= ML il ima tri enojne pole: s, =0,s, =—i, s, =i.

s®+s  s(s+i)(s—i)

Residue v teh tockah izraCunamo po formuli (3.59):

Fﬁ—efﬁ:'3*”3{3s<s+3-?>+<is—i>}:Lsff)fsi—i)l_o ot

e M (o e e

3s+i 3s+i 4

e (e e

Se grafi¢ni prikaz:

132



IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE

Im

—
Y
@

N
NN

A

*e0

Sedaj uporabimo residue pri ra¢unanju inverzne Laplaceove transformacije.

Laplaceov transform F(s) je analiti¢na funkcija, regularna v vsej polravnini, kjer je realni del
kompleksne spremenljivke (oznagimo: Res) vedji od o, , torej Res> o, . Funkcija F(s) je
lahko analiticna celo v vsej kompleksni ravnini in ima v koncnosti le pole, ki pa morajo biti
seveda le v polravnini Res<o,. V tak§nem primeru je mogode funkcijo f(t) izradunati z
uporabo residuov.

Inverzna Laplaceova transformacija f(t)= "~ {F(s)} je po formuli (3.29)

f (t)=2im_ lim F(s)e"ds,c>o,

Integral v zgornji formuli ratunamo vzdolZ navpi¢ne premice, kjer je realni del Re(s)=c, ki

smo jo dobili tako, da lezijo vse singularnosti, torej vsi poli funkcije F(s)na levi strani te
premice — slika 3.08.

Ce zelimo uporabiti residue, moramo radunati integral po sklenjeni krivulji v nasprotni smeri
poteka kazalcev na uri. Krivuljni integral vzdolz premice Re(s):c dobimo tako, da si

zamislimo kroznico s srediS¢em v izhodiS¢u koordinatnega sistema, z dovolj velikim
polmerom, da zajame vse singularnosti funkcije F(s). Sklenjena krivulja I'(d) je sestavljena

iz dela kroznice s srediS¢em v izhodiS¢u koordinatnega sistema in daljice med tockama na
premici Re(s)=c, v katerih kroznica seka premico. Ce je d dovolj velik, so v notranjosti

krivulje T"(d)vsi poli funkcije F(s) - slika 3.09.
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Py
@D
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podrocje
konvergence

Re

.

Slika 3.08: Poli funkcije F(s) lezijo levo od premice Re(s) =C

5y c+id
o

E

Slika 3.09: Sklenjena krivulja T'(d ), poli funkcije F(s) in smer integriranja

Po izreku o residuih tedaj velja:
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1 :
aj F(s)e™ds = Zk:Res f(s) (3.62)

(4) T

o

st

Z f(s) smo ozna¢ili integrand v krivuljnem integralu, torej f (S) = F(s)e
Integral po poti I'(d)razdelimo na dva dela: na integral po daljici AB in po delu kroznice
BCDEA.

§ F(s)e*ds = _[ F(s)e*ds+ _[ F(s)e*ds (3.63)

r(d) AB BCDEA

Ker velja za integral po kroznici j F(s)e*ds=0, sledi iz (3.62) in (3.63)

BCDEA

1 st
z—ﬂiAjBF(s)e ds= Zk:Res f(s) (3.64)

S=8

Od tod je integral, ki dolofa inverzno Laplaceovo transformacijo, kar enak vsoti vseh
residuov, ki se nahajajo levo od premice o =c:

f(t)=% lim | F(s)e*'ds= Zk:Res F(s)e* (3.65)

s=sK

Primer:
Z uporabo parcialnih ulomkov in s pomocjo tabele Laplaceovih transformov smo Ze ugotovili,

, 2
daje 1 % = %(1+e—2t ) —(1+tj et Izracunajmo to $e z uporabo residuov.
s(s+2)(s+1) 2

Resitev:

Gre za kompleksno funkcijo F(s): , ki Jo moramo z inverzno Laplaceovo

s(s+2)(s+1)°
transformacijo preslikati v realno obmocje. Po formuli (3.65) je

1 C+iom st

LY o R FRr ]

Residue bomo dobili po splosni formuli (3.58), konkretneje po formuli (3.59) za enojna pola
in po formuli (3.61) za trikratni pol.

135



IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE

Zaenojna pola s=0 in s=-2velja:

Res_ e 3"”{3' e 3][ ’ 3} -3
0 s(s+2)(s+1) | | s(s+2)(s+1) (s+2)(s+1) |, 2

st

Res ¢ - :Iim[(s+2) et 3]:[ e 3} =le—2t
=2 s(s+2)(s+1) | 7 s(s+2)(s+1) s(s+1)"|_, 2

Za pol tretje stopnje pri s=-1 pa je:

est l d2 est l d2 est
s | i o (1) i
s(s+2)(s+1) 21 ds? s(s+2)(s+1) 2.ds*| s(s+2) L

Z nekoliko daljSim racunom dobimo S$e tretji residuum:

st
Res © ; =1( e —2e)
=1 s(s+2)(s+1) | 2
Od tod je iskana funkcija:
e” 1.1 I 2)
f(t)=) Res Z+>e? ~tPe —2e7" )= (1+e ™ —(1+je
(1) Zk:”k[s(s+2)(s+1)3] 2 2 2( ) 2( ) 2

Rezultat je seveda takSen, kot ga za ta primer poznamo od pre;j.
o0

Primer: V matemati¢cnem modelu temeljnega logisticnega problema optimalnega upravljanja
skladi$¢ (zalog in proizvodnje), dobimo za eno od oblik povpraSevanja v kompleksnem
prostoru taksne resitve'?:

a) optimalna proizvodnja:

Cs+1
As+1

Cs+1
(As+1)(s+a)

Up () = ——d(s)=¢.

b) optimalna zaloga:

10 Janez Usenik, Upravljanje logisti¢nih sistemov, Biro 4D, Novo mesto, 2003.
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(Cs+1)e™ —(As+1)
(As+1)(s+a)

Zopt (s)= ¢

Pri tem pomenijo v realnem casu:

Z(t) - zaloga posameznih izdelkov v skladi$¢u v trenutku t,
u(t) - proizvodnja posameznih izdelkov v trenutku t,

d(t) - povprasevanje po izdelku v trenutku t,
C, A a, 1, o, ¢ -konstante (pozitivna realna stevila), dobljene empiri¢no.

Funkcije Z(t),u(t)in d(t) so v tem primeru zvezni stacionarni slu¢ajni procesi. Logisti¢ni
sistem je potrebno upravljati tako, da bodo skupni stroSki minimalni. Ugotoviti se da, da so ti
skupni stroski

2
(s)=(A_C) 200’ A2 1-C*s* 2a0’
A’s® -1 s* —q? A’s* -1 s —a?

Z uporabo residuov izratunajmo inverzne Laplaceove transformacije funkeij u(t), Z(t)in

S(t).

Resitev:

Funkcija u,,, (s) =7§. Cs+l

(S + i\)(s +a)
0= 7 (o)} = S Res[u(s)e"]

k

: : 1 -
ima dva enojna pola: s, = A s, =—a, torej velja

Residua sta:
Rels(u(s)e“): lim (S+EJ §(Cj+1)e5‘ _&(A-C)e*
s:'X S—)—Z A(S+j(s+a) A(Aa—l)
A
st . f(CS -i-.'].)eSt é:(l—aC)e_at
Res(u(s)e")=lim | (s+a) _
- o A(s+ij(s+a) (1- Ax)
Od tod sledi:

(At f(-aCle” & [eoA g oo
Uer (1) = A(Ac-1) " (1-Aa)  1-aA| A e " +(1-Ca)e
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Na podoben nacin bi dobili optimalno zalogo (tudi tu sta dva enojna pola s, = —% , S, =—a):
2 L
Zy () = oz (s)) = > I?gs[z (s)es‘] = %{e A _ Ke‘“‘}
k=1 75

kjer sta konstanti:

= Ca_l.e‘” ter M= a(A-C) .
1-cA 1-cA

K

Se skupni optimalni stroski:

S( )_(A—C)Z. 200° +A21_C252- 200° B
A’s?—1 s*—¢@? A%s?—1 §? — g

200° (2A(A-C)+C*(1-A'8*)) 9452  2A(A-C)+C?(1- A%s?)

. (Azsz_l)(sz_az) A (s—ij(s+ij(s—a)(s+a)

L . s . 1 1 : s
V zgornjem izrazu imamo §tiri enojne pole: S, = a S, = e S; =&, S; =—a 1n od tod §tiri

residue:

Res(S(s)e™ ) = K,e ™

S=-a

Tu sta konstanti

2a0” A*(A-C)
=T T ay

o? 2A(A-C)+C?(1- A’a?)
- 1- A%o

K,
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Skupni optimalni stroski so:

4

So(t)= 7 7{S(s)} = ZI?:%S[S (s)e*|= K{ei\t —e_’l*tj— K, (e —e)

*e0

Primer:
Pri sistemih z enim vhodom v(t) in enim izhodom y(t) ugotavljamo stabilnost sistema z

analizo prenosne funkcijeG(s). Prenosna funkcija je definirana kot kvocient med
Laplaceovim transformom izhodne funkcije in Laplaceovim transformom vhodne funkcije

(lika310) G(s)= L)

V(s)
V(s)

Y(s)

—| G(s) -

Slika 3.10: Prenosna funkcija sistema

Sistem vzbujamo z vhodno funkcijo v(t), ki jo imenujemo tudi vzbujevalni signal. Sistem na
ta signal reagira z izhodno funkcijo y(t), ki jo imenujemo tudi odziv sistema. Casovni odziv
sistema je sestavljen iz dveh delov: prehodni pojav y,(t) in ustaljeno (stacionarno) stanje

Y« (t), kar zapiSemo v obliki:

y(t)= Y, (t)+ e (1) (3.66)

Prehodni pojav predstavlja tiste razmere, pri katerih gre sistem iz zaetnega stanja v kon¢no
stanje ni¢. V matemati¢nem smislu pomeni reSitev homogenega dela diferencialne enacbe, ki
modelira sistem. Ustaljeno stanje pa predstavlja obnaSanje sistema, ko gre cas t proti
neskon¢nosti, torej gre za tisti del odziva, ki nastane potem, ko prehodni pojav preneha
(izzveni). Ustaljeno stanje sistema izratunamo po enacbi:

Yo =limy(t)=limsY (s) (3.67)

t—oo s—0

Odziv sistema dobimo s pomocjo prenosne funkcije tega sistema, saj velja
Y(s)=G(s)V(s) (3.68)

V enacbi (3.68) sta V(s) in Y(s) Laplaceova transforma vhodne in izhodne funkcije, G(s) pa
je prenosna funkcija sistema. Odziv sistema y(t) dobimo iz (3.68) z inverzno Laplaceovo

transformacijo y(t)= "~ "{Y(s)} .
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Ce oznatimo Laplaceov inverzum prenosne funkcije g(t)= " ‘1{6(5)}, je zaradi lastnosti
inverzne Laplaceove tranformacije res:

t t

y(t):Iv(r)g(t—r)dr:jg(r)v(t—r)dr (3.69)

0 0

Opomba: funkcija y(t) je konvolucija funkcij v(t) in g(t).

Funkcija g(t)="""*{G(s)} pomeni odziv sistema, ko je vhodna funkcija impulzna &
funkcija, saj je Laplaceov transform funkcije 5(t) enak 1: {5(t)}:1. Ko je torej vhodna

funkcijav(t)=45(t), je izhodna funkcija kar enaka prenosni funkciji G(s), saj velja

Y(s)=G(s) ~ {5(t)}=G(s)-1=G(s)=y(t)=g(t) (3.70)

Odzivu sistema na impulzno ¢ funkcijo pravimo tudi naravni odziv sistema. ObnaSanje
sistema je torej najtesneje odvisno od oblike prenosne funkcije G(s) .

Odziv sistema je funkcija (3.69), ki ima lahko razli¢ne oblike, pa¢ v odvisnosti od funkcij
V(s) in G(s). Vhodne funkcije, s katerimi vzbujamo sistem, skusamo izbirati med znanimi
funkcijami (6 impulz, enotina/sko¢na stopnica, linearni signal, kvadratna funkcija itd., v
nekaterih primerih stohasti¢ne narave pa so to lahko tudi slucajne funkcije), tako da je odziv
in s tem obnaSanje sistema prvenstveno odvisen od oblike prenosne funkcije G(S) .

Ta funkcija je v sploSnem vedno podana kot kvocient dveh polinomov kompleksne
spremenljivke s:

<

6(s)— (s) P(s) b,s"+b,,s""+ - +bs+b, (3.71)
TV(s) Q(s) s"+a, s+ +as+a '

Vzemimo, da je stopnja polinoma v Stevcu niZja od stopnje polinoma v imenovalcu (e temu
ni tako, smemo Stevec deliti z imenovalcem), torej m < n. Imenovalec lahko razstavimo na
produkt n linernih faktorjev in ulomek (3.71) zapiS§emo kot vsoto parcialnih ulomkov:

P(s)

(s+s,)(s+5,)+(s+s,) -(s+s,)

- + , + ot K, A A

(s+s,) (s+s,) (s+s,) (s+8) (s+s) W

(3.72)

Stevila s, S,,..., S, so poli funkcije (3.71). Nekateri poli so lahko tudi veckratni. Stevila
K, Ky, ..onk, in A, A, ..., A izraCunamo po Heavisidovih formulah (3.46) in (3.47), nato
pa iz tabele Laplaceovih transformov dobimo funkcije v ¢asovnem obmocju. ReSitev pa
seveda lahko dobimo tudi z uporabo residuov.

(X X
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Primer:
Za zgled zgornjega teksta si oglejmo sistem, ki je opisan z diferencialno enacbo

y(t)+3y(t)+2y(t)=2v(t)+v(t), pri Cemer naj bodo vsi zaletni pogoji enaki ni¢, torej
4(0)=3(0)=v(0) =0

Prenosno funkcijo sistema dobimo tako, da na enacbi, ki opisuje sistem, opravimo
Laplaceovo transformacijo

{Y(t)+3y(t)+2y (1)} = ~ {2v(t)+v(t)} .

Ozna¢imo Laplaceova transforma {y(t)}:Y(S) in ./ {v(t)} =V(S), upostevamo

lastnosti Laplaceove transformacije odvodov in dane zacetne pogoje, pa dobimo
(s°+3s+2)Y(s)=(2s+1)V (s)

in od tod
Y(s) 2s+1

G(S)_v(s):sz+3s+2

Ulomek lahko zapisemo kot vsoto dveh parcialnih ulomkov

Y(s) 2s+1 -1 3
G~V (s) a1)(572) 541 5+2

in od tod z inverzno Laplaceovo transformacijo (uporabimo tabeli transformov)
g(t)=—e"+3e™

Graf te funkcije je na sliki 3.11.

y(t):—e'(+3 e

y(®)

4 6 8
t

Slika 3.11: Graf funkcije g(t)=—e" +3¢™
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Vidimo, da gre funkcija z naras¢ajo¢im t proti ni¢, kar pomeni, da se odziv sistema stabilizira
oziroma se z narascajo¢im ¢asom iznici. V takSnem primeru je sistem stabilen.

Iz tega zgleda vidimo, da je stabilnost sistema ocitno vezana na lego polov prenosne
funkcije G(s).

Velja:

a) Kadar so poli v levi kompleksni polravnini, je funkcija g(t) v splosnem neka linearna
kombinacija funkcij e, @ >0 in !img(t):o.
b) Kadar so poli v desni kompleksni polravnini, je funkcija g(t) v splosnem neka

linearna kombinacija funkcij e, @ >0 in !im g(t)=o0.

Ce lezi pol v desni kompleksni polravnini, je torej casovni odziv sistema neka monotono
naras¢ajoca funkcija ali pa niha z narascajo¢o amplitudo. V tem primeru je sistem nestabilen
in obstaja nevarnost, da se poSkoduje ali celo razpade.

Velja torej pravilo: kadar so ti poli v levem delu kompleksne ravnine, je sistem stabilen,
kadar pa so poli v desnem delu kompleksne ravnine, je sistem nestabilen.

Pole pa bi lahko dobili tudi na imaginarni osi. V tem primeru je odziv periodicna funkcija s
stalno amplitudo, vendar se v konkretnih sistemih zaradi morebitnih motenj ta amplituda
lahko ojaca in sistem postane nestabilen.

Vse mozZnosti lege polov prenosne funkcije so naslednje (slika 3.12):

1. polje v levi polravnini na realni osi, na sliki oznacen z s,

2. pol je v koordinatnem izhodisc¢u, na sliki oznacen z s,,

3. pol je v desni polravnini na realni osi, na sliki oznacen z s,,

4. pol je na imaginarni osi, na sliki oznacen z S,

5. polje v levi polravnini, vendar ni na realni osi (nad ali pod njo), na sliki oznacen z s,

6. pol je v desni polravnini, vendar ni na realni osi (nad ali pod njo), na sliki oznacen z s;.
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Slika 3.12. Razli¢ne lege polov v kompleksni ravnini

1. Pol oblike s,: imaginarna komponenta kompleksnega $tevila s, je ni¢, zato je s, kar
negativno realno Stevilo. Za takSen primer smo ze ugotovili, da pripadajoCa Casovna
funkcija eksponentno pada (slika) , torej je tedaj sistem stabilen, primer na sliki je

funkcija g(t)=e™, pol je torej s, =—2.

1,5
t:e-Zt
a0 a(t)
1,01
0,5+
0,0 ‘ i :
0 1 2 3 . 4
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Pol oblike s,: v tem primeru je pol v koordinatnem izhodis¢u, torej je s, =0.

Funkcija G(s)== ima inverzni Laplaceov transform <~ {1} =1 za nenegativne
s S
dase, to je za t>0. Funkcija ~ je  konstantna, g(t)=1.
3,0
25T
20T
ad° T
1,0
0,571
0,0 —t —t —t —t —t -
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Pol oblike s,: imaginarna komponenta kompleksnega stevila s, je ni¢, zato je S, kar
pozitivno realno $tevilo. V takSnem primeru pripadajo¢a ¢asovna funkcija eksponentno
naraSca, torej je sistem nestabilen. Na sliki je funkcija g (t) =¢”, torej je s, =2.

g(H=e”

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
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Pol oblike s,: realna komponenta kompleksnega Stevila s, je ni¢, zato lahko to stevilo
napisemo v obliki s, =iw. Kompleksni poli seveda vedno nastopajo le v konjugiranih

parih, zato sta pola v tak§nem primeru vedno dva: *iw . Gre torej za funkcijo oblike
1 - : , ,
G(s)=——— ., za katero je inverzni Laplaceov transform, ki ga preberemo iz tabele,

S’ +w

enak g(t)= i/'l{ > ! 2}:lsin wt. Opravka imamo s sinusno funkcijo, ki ima
S +w 0]

stalno amplitudo. Cim vedji je @, tem vedja je frekvenca sinusnega nihanja. Grafi¢no

to pomeni, da imajo tisti poli, ki so na ordinatni (imaginarni) osi bolj dale¢ od

koordinatnega izhodisca, vecjo frekvenco kot tisti, ki so na tej osi blize koordinatnemu

izhodiscu.

y@® | y()=0,5 sin2t
0,5+ /
A
_0,5*

Pol oblike s,: niti realna komponenta niti imaginarna komponenta kompleksnega
Stevila s, nista enaki ni¢, zato lahko to Stevilo napiSemo v obliki
s;=—a-+iow ,a>0.Podobno kot pri prejsnji tocki, velja tudi tu: kompleksni poli
vedno nastopajo v konjugiranih parih, zato sta pola v takSnem primeru vedno dva:

1
, za katero

—atiow ,a>0. Gre torej za funkcijo oinkeG(s)z( ) .
s+a) +w

velja: g (t)= S S O le""t sinawt. Kerje a>0, je —a <0 in funkcija
(s+05)2 +0’| o

eksponentno duseno sinusno niha, torej je sistem stabilen.
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g(t)=2e"'sin10t

Pol oblike s,: tudi sedaj niti realna komponenta niti imaginarna komponenta
kompleksnega Stevila S, nista enaki ni¢, zato lahko to Stevilo napiSemo v obliki
ss=a+iow ,a>0. Kompleksni poli vedno nastopajo v konjugiranih parih, zato sta
pola v takSnem primeru vedno dva: atiw ,a>0. Gre torej za funkcijo oblike

1 . .
G(s)=———=——, za katero velja:g(t)= " + — L etsinat.
(s—a) +a (s—a) +0’| o
Ker je a >0, zato funkcija eksponentno rarascajoce sinusno niha, kar pomeni, da

sistem ni stabilen.

60
*"sin5t

g(t)=0,2e
g(t) 40

" SNA

0 — " \J \/
20T
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4.1 DISKRETNA FUNKCIJA

V tem poglavju bomo najprej spoznali pojem diskretne funkcije, nato pa Se nekatera
matemati¢na orodja, s katerimi diskretno funkcijo analiziramo, razis¢emo in seveda
uporabljamo.

Doslej smo vedno obravnavali le funkcije, pri katerih je zaloga vrednosti zvezna na nekem
zaprtem intervalu a,b R .V tem primeru govorimo o zveznih funkcijah.

Sedaj pa se bomo omejili na takSne vrednosti neodvisne spremenljivke, ki bodo sestavljale
mnozico diskretnih vrednosti  X,,X,X,,....

Brez S$kode za splo$nost lahko vzamemo, da so te vrednosti neodvisne spremenljivke
X, %, %, ... Mmed seboj enako oddaljene (ekvidistantne):

X1 %o + N, X, + 20, X, +3N, ... (4.01)

V (4.01) je razmik ali diferencni interval h od ni€ razli¢no Stevilo, X, pa je zacetna vrednost
neodvisne diskretne spremenljivke. VVrednosti X,, X, +h, x, +2h, X, +3h,... tvorijo aritmeti¢no
zaporedje s prvim ¢lenom X, in diferenco h.

V prakti¢nih primerih je mnogokrat pomembno, da je ekvidistan¢na razdalja normirana, torej
velika 1 enoto. Ta pogoj lahko brez teZzav dosezemo, ¢e uvedemo novo neodvisno
spremenljivko, recimo jit, s substitucijo:

tzw k=0123,... (4.02)
Iz (4.02) dobimo:
- zak=0: t:X—XO:k
h
- zak=1: t=x—>;]0+h=x % f1=k+1
- zak=2: (= X% X=X o o
h h
- zak=3: t:X_XE]+3h:X % 13-k+3
in tako dalje.
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Z uvedbo nove neodvisne spremenljivke t po formuli (4.02) aritmeti¢no zaporedje neodvisnih
spremenljivk  X,, X, +h, X, +2h, ... s prvim ¢lenom X, in diferenco h pretvori v aritmeti¢no
zaporedje k,k+1,k+2,k+3,... s prvim ¢lenom k in diferenco 1, torej se nove neodvisne
spremenljivke res povecujejo za korak 1.

Primer:

Stevilo prebivalstva v nekem manj$em kraju se je spreminjalo tako, kot je prikazano v spodnji
tabeli:

leto X 1960 1970 1980 1990 2000 2010
Stevilo prebiv. 4.200 5.300 5.200 5.600 6.700 7.000

Zaloga vrednosti neodvisne spremenljivke x (leta) je {1960, 1970, 1980,1990, 2000, 2010}.

S substitucijo (4.02) lahko dobimo tabelo s korakom 1. Vzemimo, naj bo Se prvi ¢len k=1.
Torej je:

X,=1960, x =1970, x,=1980, x,=1990, x,=2000, x,=2010 in h=10, k =1.
Z uporabo (4.02) dobimo zaporedoma diskretne vrednosti za posamezna leta:

% —(%—kh) 1960-(1960-10-1) 10

t, =—=]1
h 10 10
. X, — (%, —kh) :1970—(1960—10-1) :sz
h 10 10
‘o X, — (%, —kh) =1980—(1960—10-1) :@:3
2 h 10 10
{ = X, — (%, —kh) :1990—(1960—10-1) :4_0:4
h 10 10
. X, —(%,—kh) _ 2000—(1960—101) :@:5
4 h 10 10
< X — (X, —kh) _ 2010—(1960—10-1) :@:6
h 10 10
Se tabela:
leto t 1 2 3 4 S 6

Stevilo prebiv. 4.200 5.300 5.200 5.600 6.700 7.000
o0
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Odslej naprej bomo diskretne neodvisne spremenljivke obravnavali v obliki aritmeticnega
zaporedja s korakom oziroma diferenco 1, tako da jih bomo vedno zapisovali takole:
X, X+1, X+2,x+3,... (ali v¢asih tudi k, k+1, k+2,k+3,...). Pri tem naj zaradi prakti¢nih
razlogov, ki jih obmo spoznali v kasnejSi uporabi, neodvisna spremenljivka zasede le
nenegativne cele vrednosti, x>0 oziroma k >0.

Definicija:
Ce vsaki diskretni neodvisni spremenljivki z nekim znanim pravilom priredimo natanko
doloceno vrednost, dobimo diskretno funkcijo, ki jo bomo oznacili

Yy = Y(X) (4.03)

Pri tem dosega neodvisna spremenljivka x vrednosti x=0,1, 2, 3, .... Te vrednosti dolocajo
definicijsko obmocje ali domeno neodvisne spremenljivke X.

Ocitno lahko diskretno funkcijo izrazimo v obliki zaporedja Y,,V;, ¥,, ¥s, .., kar zapis§emo
kot zalogo vrednosti Y :{y,,¥,,Y,.Ys.--+ ali pa zapiSemo v tabelo:

X 0 1 2 3 4
Yo=y(x) | ¥%=v0) | ;=D | .=y | ;=¥ | y,=y(4)

Opomba:
Mnogokrat — odvisno od primera — za¢nemo $teti neodvisno spremenljivko z 1 in ne z 0, kar

seveda ne vpliva na sploSnost.

Ce zelimo spoznati in seveda zlasti uporabljati diskretne funkcije, je potrebno (podobno kot
pri zveznih funkcijah) tudi tu vpeljati in definirati nekatere pojmje, kar bomo storili v
nadaljevanju.

4.1.1 Prve diference diskretne funkcije

Vzemimo poljubno diskretno funkcijo y, =y(x). Zaporedju neodvisnih spremenljivk
X, X+1, x+2,x+3,... pripada zaporedje funkcijskih vrednosti: v, V,.:, Yii2s Yyigr -
Pri tem v skladu z dogovorjeno pisavo v (4.03) pomenijo:

yx = y(X) ) yx+1 = y(X+1) ’ yx+2 = y(X+2)’ yx+3 = y(X+3) Itd
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Definicija:
Razlike med sosednimi funkcijskimi vrednostmi

Ayx = yx+1 - yx
Ay><+1 = Y2 = Yxn

(4.04)

imenujemo prve diference funkcije y, = y(x). Znak A imenujemo diferencni operator.

Primer:
Diskretna funkcija naj bo podana s pravilom y =x*+3, kjer neodvisno spremenljivko

izbiramo iz mnozice X: {0,1, 2,3,.. } Dolo¢imo prve diference te funkcije.

Resitev:

Iskane prve diference znane diskretne funkcije bomo dobili po definiciji (4.04) za posamezne
vrednosti neodvisne spremenljivke iz definicijskega obmocja X. Za dano diskretno funkcijo je
zaporedje funkcijskih vrednosti:

¥,=Y(0)=0°+3=3
y,=y(1)=1+3=4
y,=Y(2)=2"+3=7

Prve diference so:

AYy=Y;— Yy =4-3=1

Ay, =Y,—Y,=71-4=3

AY, =Yy =Yy =| (+) +3]-(¢ +3)=2x+1
LA A4

4.1.1.1 Lastnosti prve diference

Diferenciranje diskretnih funkcij ima podoben smisel, pomen in tudi namen kot odvajanje
zveznih funkcij.

Lastnosti prve diference lahko brez tezav ugotovimo neposredno iz definicije prve diference
(4.04).
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1. Prva diferenca konstante je nic:

y,=C=Ay, =0

(4.05)

Dokaz: Ker je diskretna funkcija konstantna, je y,=C in vy ,=C. Prva diferenca je

Ayx =Y~ Yx =C-C=0.

2. Pri diferenciranju se multiplikativna konstanta ohrani:

A(ny):CAyx

7D0ka2: A(C'yx):C'yx+l_C'yx =C- (yx+l_yx):C‘Ayx

(4.06)

3. Najbodo y:,y2,V:,...,Y! poljubne diskretne funkcije, za katere je mogoce izracunati prvo
diferenco, C,,C,,C,,...,C, pa naj bodo poljubne konstante. Za prvo diferenco linearne

kombinacije Cy;+C,y:+C,y +---+C,y; velja:

A(Cyy +C,Y2 +--++C yp) = CAY; + C,AY? +---+C Ay}

Dokaz:
A(CY,+Coyi + - +C Y0 )=(Cyia +C, Yo+ -+ +C Vi ) (Cys +Coyi + -+ +Cyf )=

:C1(Yi+1_yi)+cz(yx2+1_yx2)+' ) '+Cn(y2+1_y;:):
=CAy, +C,Ay. +--- +C, Ay,

4. Za prvo diferenco produkta dveh diskretnih funkcij velja lastnost:

A(Y2Y2) = AVLY: + Vi AY:

Dokaz:

2

AYy V) = YYo= Y Ve = YeaYon = Vi Vo + VeV — Yo Yi =
= Via(Yea = Y2)+ Yi(Yra = Vi) = ViaAY? + Y2 Ay,

6. Za prvo diferenco kvocienta dveh diskretnih funkcij velja pravilo:

152

(4.07)

(4.08)



IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE

1 132l a2
A[y_;j 1Y il o PRV Y (4.00)
yx yx yx+l
Dokaz:
A( Vi j: Ve Vo _ VeaVo—VaVau _VeaVi —ViVeatViVi-Viyi
Vo) Yea Yoo YiYaa Y Yea
V(YY) v) Ayt -yiay?

YeVea YeVea

Primer:

Preverimo veljavnost relacije:

A 12 X 4.10
() 10
Resitev:

Po definiciji prve diference Ay, =vy,., — Y, Sledi za to funkcijo :

A(x]:(x+1j_(xj: (x+D!  x1 (x+Dxix=r+1)

r) rl(x+1-r) ri(x=r)  ri(x+l-r)t

- r!(xx—!iuf<r—1>!<:!—<r—1>>:(rflj

LA A

Iz definicije (4.04) dobimo prve diference nekaterih konkretnih diskretnih funkcij. Za vajo
izracunajmo prve diference treh preprostih funkcij: y, =X, y,=a*, y, =2".

Za linearno funkcijo y, =x je prva diferenca
AY, =Yy~ Yy =(x+1)—x=1.

Za eksponentno funkcijo y, =a* je prva diferenca
AY, =Y, — Y, =" —a*=a*(a-1).

Funkcija y,=2" je le poseben primer zgornje, kjer je a=2, zato je A2*=2"(2-1)=2".
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Prve diference teh in Se nekaterih drugih, ki jih veckrat uporabljamo, zapiSimo v tabelo.

Tabela: Prve diference nekaterih diskretnih funkcij

Y =Y(X) AY,
C 0
X 1
a* (a-la*,a>0,a=1
2" 2"
X(n) nx(nfl)
(x+a)" n(x+a)"™
X X
r r-1
—2sin2sin| ax+b+2
cos(ax +b) 2 2
sin(ax +b) 25in%cos(ax+b+%)
In(x+a) jpX+a+i
X+a

V zgornji tabeli sreCamo zapis x| ki ga imenujemo faktorska potenca. Pri diskretnih
funkcijah namre¢ »obiGajna« potenca x" = x-x-Xx---X, kot smo je navajeni doslej, neugodna
n—krat

za racunanje, zato vpeljemo faktorsko potenco, s katero je v diskretni analizi mogoce racunati
mnogo enostavneje.

Definicija:
Faktorska potenca je funkcija, dolocena z izrazom

X" = x(x—l)(x—2)---(x—n+1)=[;(Jn! , NeN,x=0 (4.11)
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Za faktorske potence velja adicijski teorem:

x(min) _ o (m) (x— m)(") — x™ (x— n)(m)

(4.12)

Z uporabo formule (4.12) lahko definicijo faktorske potence razSirimo na mnozico celih Stevil

(neZ):

1 1

(x+n)(") (X+1) (x+2)... (x+n)

(4.13)

(4.14)

Sedaj nas zanima Se zveza med potencami in faktorskimi potencami. Ta povezava je
enostavna in jo dobimo iz definicije (4.04).

a) Pretvorba faktorskih potenc v potence:

Iz faktorskih potenc dobimo potence takole:

b) pretvorba potenc v faktorske potence:

Iz potenc dobimo faktorske potence z majhnimi zvija¢ami takole:

>
Il

Pretvarjane potenc v faktorske potence in obratno je v splosnem podano s formulama:

$=x(x-1)(x—2)+3x* —2x = x® 13 x® 1 x® _2x® - x4 352 4 ¢

X

(n)

n

2
=8 X+S, X +-45 X
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x" =S/ x0 +S; x@ et S x)

r=3,2,...,n
S/, r=12,...,n v formuli (4.16) pa so Stirlingova stevila 2. vrste.

(4.16)

v formuli (4.15) so Stirlingova stevila 1. vrste, koeficienti

Stirlingova Stevila pregledno zapisemo v tabelah.

n

Tabela: Stirlingova Stevila 1. vrste s’ , r=1,2,...,n
X 1 2 3 4 5 6
1 1
2 -1 1
3 2 -3 1
4 -6 11 -6 1
5 24 -50 35 -10 1
6 -120 274 -225 85 -15 1
7 720 -1764 1624 -735 175 -21
Primer:
X =X+ +85C +85X! +50X° = 24x—50X2 +35X° 10" +°
XX
Tabela: Stirlingova $tevila 2. vrste S, r=1,2,...,n
nr 1 2 3 4 5 6
1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1
7 1 63 301 350 140 21
Primer:
X =50x +5°x? 1. 52x4) 1 5% 1 58X 1 58x(®) =
=x +31x® +90x? + 65X +15x 4 x°
XX
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4.1.2 Diference viSjega reda

Podobno, kot smo pri zveznih funkcijah vpeljali visje odvode, je mogoce v diskretni analizi
vpeljati pojem diference viSjega reda. Diference drugega reda dobimo z diferenciranjem
diferenc 1. reda, do diferenc tretjega reda pridemo z diferenciranjem diferenc 2. reda itd...

Definicija: Diference 2. reda so izrazi

AZ Yy = A(AYX) = A(yx+1 - yx) = AY><+l - Ayx =
= (yx+2 - yx+l) - (yx+l - yx) = VY2 — 2yx+1 +Y,

AZ Yiir = A(Ayx+1) = A(yx+2 - yx+l) =
= Ayx-¢—2 - Ayx-¢-1 =Yz~ Yxa2 — (yx+2 - yx+1) =Yz~ 2yx+2 + Y

itd.

Diference 3. reda so izrazi

A3yx = A(Az yx) = Az Y1 — Az Y = Yyus — 2yx+2 +Ya— (yx+2 - 2yx+l+yx) =
=Yz~ 3yx+2 + 3yx+l —Yx

A3yx+1 = A(AZ yx+1) =N Y2 = N Yirr = Yxua — 3yx+3 + 3yx+2 S

itd.

Splosno je diferenca n-tega reda:

n n n( N
A Y, :A(An—l yx):An—l Yo A Y, :(O] Yeur _[]J /P LILEE +(—1) (n] Yy

Primer:
Izradunajmo diference prvih $tirih redov funkcije y, = x°.
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Resitev:
- prvadiferenca:

AY, =Y,a— Y, =(x+1) ¢ =3 435 4 3x-+1- X =3x% + 3x+1

- druga diferenca:

a) po formuli (4.17)
Az yx = yx+2 _2yx+1+ yx :(X+2)3 _2(X+1)3 +X3 :6X+6
b) po definiciji
A%y, =A(8Y,) =AYy~ ) =A((x+1)' X J=A(3x +3x+1)=
—3AX? +3AX+Al= 3A(x<2> + x<1>)+3Ax+A1= 3(Ax(2> +ax? )+3Ax+Al=
=3(2x+1)+3+0=6x+6

Opomba: diference funkcij x@ x% in 1smo dobili v tabeli prvih diferenc.

- tretja diferenca:
Ay, =(x+3)3’—3(x+2)3+3(x+1)3—x3 =6

- Cetrta diferenca in vse vi§je so nic, ker je tretja diferenca konstanta.
o0

Primer:
IzraGunajmo prve tri zaporedne diference diskretne funkcije y, = x> za X e{O, 1, 2} in jih
zapiSimo v tabelo.

Resitev:
Za diskretno funkcijo y, = x* velja
Vs = (1) =x* +2x+1
Yo = (X +2)" =x* +4x+4
Yoo = (x+3)° = x> +6x+9
Prve tri zaporedne diference so potem v sploSnem
AY, =Yy —Y, =X +2Xx+1-x* =2x+1
NY, =Yy = 2Yn + Y, = (X +4Xx+4) = 2(x* +2x+1)+X* =2
Asyx =Y~ 3yx+2 + 3y><+1 Y= 0

V te diference vstavimo zapored vrednosti neodvisne spremenljivke x=0, X =1 in nato Se
X = 2 ter dobimo naslednje vrednosti diferenc:
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a) za x=0:

Ay, =2-2+1=5
A2y2=2
A3y2=0
b) za x=1:
Ay, =2-1+1=3
Ny, =2
Ay, =0
c) za Xx=2:
Ay,=2-0+1=1
Ay, =2
Ay, =0
XX
Primer:

Poi$¢imo vse zaporedne diference diskretne funkcije y, = ax” +bx+c.

Resitev:
Prva diferenca je po definiciji

A, = Yy = Yy = a(x+1)" +b(x+1)+c —(ax? +bx+c)=2ax +a+b
Druga diferenca

ANy, = Ay, )= 2a(x+1)+a+b —(2ax+a+b)=2a
Ker je druga diferenca konstanta, so vse vi§je diference enake nic:

Ny, =A(Ny,)=2a-2a=0

Ay, =0 itd.
se0
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4.1.3 Antidiferenca

Naj bo diskretna funkcija Y, =Y(x) taksna, da je njena diferenca 1. reda neka diskretna
funkcija vy, = y(x), torej naj velja: AY, =y,. Vzemimo, da poznamo funkcijo y, in i§¢emo
funkcijo Y, . V tem primeru pravimo, da dobimo iskano funkcijo z antidiferenciranjem, kar
zapiSemo takole:

Y, =Aly, (4.22)

Definicija: Diskretna funkcija Y, , za katero velja (4.22), je antidiferenca diskretne funkcije
y,. Operator A™ imenujemo antidiferencni operator.

Omenili smo Ze, da ima operacija diferenciranja pri diskretnih funkcijah podoben pomen kot
odvajanje pri zveznih funkcijah, za antidiferenco pa lahko (zelo pogojno) recemo, da ima pri
diskretnih funkcijah podoben pomen kot nedoloceni integral pri zveznih funkcijah.

Lastnosti antidiference dobimo iz definicije (4.22) in iz lastnosti diference 1. reda.

1. Antidiferenca diskretne funkcije, pomnozZene s konstanto:

A*(Cy,)=CAly, (4.23)

2. Antidiferenca linearne kombinacije diskretnih funkcij je linearna kombinacija
antidiferenc:

AYC Y +C, y2 4+ C ¥y ) =C Aty +C, Ay +---+ C Ay; (4.24)

3. Za antidiferenco produkta dveh diskretnih funkcij velja:

A (a2 )= Yiye — A7 (Yeady?) (4.25)

Opomba: Lastnost (4.25) nekoliko spominja na metodo “per partes” pri racunanju
nedolocenih integralov zveznih funkcij.
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Podobno, kot smo to storili pri nedoloenem integralu zvezne funkcije, zapiSimo
antidiference nekaterih pogosto uporabljenih diskretnih funkcij v tabelo.

Tabela: Antidiference nekaterih diskretnih funkcij

Y, =Yy(x) Ay,
1 X
X B e
X 2) 2l(x-2)!
a* ,a>0,a=1
a_
2" 2"
(n+1)
x(" n=-1
n+1
(n+1)
n X+a
(x+a)() (x+a) nz-1
n+1
X X
r r+1
sin(ax+b—2)
cos(ax+b
( ) ZsinE
2
cos(ax+b—;)
sin(ax +b) - a
2sin—
2
a* a
X X — ,azl
xa a—l( a—l)

Primer:
IzraGunajmo antidiferenco diskretne funkcije y, = x° +3x* -2 .
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Resitev:
Antidiferenco  izraCunamo tako, da potence najprej pretvorimo v faktorske potence,
upostevamo lastnost linearnosti (4.24) in uporabimo tabelo antidiferenc.

Polinom (X3+3x2 —2) zapiS§imo s faktorskimi potencami. Pri tem uporabimo Stirlingova

Stevila 2. vrste in dobimo:
x3+3x2-2= (x(l) +3x? 4 x(3)) +3(x(1) + x(z))— 2 =x© 16x? £4xW _2
Od tod je

A_l(x3 +3x2 - 2) AT x® 16x® £4xY 2 = AXO® 1 6AX?) 144D _2A 11 =

(4) ®) (2)
X X KT ok 1 0@ ox@ g
4 3 2 4

Faktorske potence v tem rezultatu pretvorimo v potence z uporabo Stirlingovih Stevil 1. vrste
in dobimo rezultat:

A 71(x3 +3x? —2) = %x(“) +2x9 4 2x? _ox = %(—6x+11x2 —6x° + x4)+

1
+2(2x—3x2 +x3)+2(—x+ xz)—ZX:Z(x“+2x3—5x2 —6x)

LR X/

Primer:
Pois¢imo antidiferenco funkcije y, = 2x* —x* +3x-5.

Resitev:
Diskretno funkcijo y, =2x>—x*+3x-5 spet najprej pretvorimo v polinom faktorskih
potenc. Ko uporabimo Stirlingova Stevila druge vrste, dobimo

y, =2x% +5x? +4x" _5

Od tod je:
(4) ) ()
A‘1(2x(3) +5x® 4 4xW —5) 2. X 45X 4 X 50
4 3 2

S pomogjo Stirlingovih $tevil prve vrste pretvorimo faktorske potence v potence in
dobimo rezultat:

A—l(2X3_X2+3X_5):lx4_ﬂx3+§)(2_@x
2 3 2 3

LR X/
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Primer:

X X
Preverimo veljavnost relacije: Al( J = ( ) .
r r+1

Resitev:
.o X X . e . .y . X X
Zapis A = je po definiciji antidiference identicen zapisu A = .
r r+1 r+1 r

Relacijo sedaj preverimo (in potrdimo) na podoben nacin, kot smo to storili v primeru za
diference.
(X X 4

4.1.4 Operator progresivnega premika

Definicija: Operator progresivnega premika E povzroci premik argumenta v funkciji za en0
enoto (en korak) v desno, to je

ny = yx+1 (4 26)

Premiki neodvisne spremenljivke v diskretni funkciji za ustrezno Stevilo korakov v desno
definiramo kot zaporedne potence operatorja E. Premik neodvisne spremenljivke za en korak

v desno je Ey, =Y,.,, premik neodvisne spremenljivke za dva koraka v desno je E’y, =Y.,
in tako dalje.

Torej velja:
E'y, = By,
Ezyx = E(ny) = ny+l = yx+2
Egyx = E(Ezyx) = ny+2 = yx+3 (427)
E"Y, =Yyun

Potenca operatorja E s poten¢nim eksponentom 0 je za premik indiferentna, torej ne povzroci
premika, kar zapiSemo takole:

E°=1

(4.28)
E%, =1y, =Y,
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Lastnosti operatorja E sledijo iz definicije (4.26).

1.

Progresivni premik linearne kombinacije

E(C,y; +C, ¥ +-+C, yy)=C, Ey; +C, Ey +---+ C_ Eyy (4.29)

Dokaz:

E(Clyi +C2yx2 e +Cny:):C1y1+1+C2yf+1+ G Yy =
=C,Ey; +C,Ey’ +---+C_Ey,

Progresivni premik faktorske potence

ExX"V =(x+1)x"" ,nel0,1,2,..] (4.30)

Dokaz:
EX =(x+1)" =(x+1)X(X=1)(X=2). . (x+1-n+1)=

=(x+1)-x(x-1)(x-2).. .(x—(n—1)+1)=(x +1) NS

)

Progresivni premik eksponentne funkcije

E"a* =a"a” .ne{012..} (4.31)

Dokaz:
EnaX :ax+n :anaX

Progresivni premik za n korakov diskretne funkcije, pomnozene z eksponentno
funkcijo

E'(a"y,)=a""E"y, .ne{0,1,2,..} (4.32)

Dokaz:
= (ax yx):ax-m Yoin — g "E" Y,
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5. Ce pomeni f(E)=c,E"+c,, E™ +---+c, E® +¢, E* +¢,, potem velja zveza
f(E)a‘=a*f(a) (4.33)
Dokaz:
f(E)a" =(cmEm +cm71E'”‘1+--~+cZE2+c1E1+c0)aX:
=c @™ +c @ ™+ +c, @ +g @™ +cat =

=a'(c,a"+c, @M+ +C,a° +ga' +¢, )=a ()
f(a)

Iz definicij operatorjev A in E razberemo $e tole zvezo, ki je pri raCunanju z operatorji
marsikdaj uporabna :

6. A=E-1=E=A+1 (4.34)

Tudi to zvezo dobimo iz definicije prve diference in progresivnega premika.

AY, =Y, Y, =EY,—y,=(E-1)y,=>A=E-1

Primer:
Najbo f(E)=E®+2E®-1. Izratunajmo f(E)a".

Resitev:
f(E)a* :(E3 +2E* —l)aX =E%a*+2E%a*—a*=a’a* +2a’a* —-a" :(a3 +2a? —1)aX

o0

4.1.5 Operator retrogradnega premika

Definicija: Operator retrogradnega premika E™ doloca premik neodvisne spremenljivke
diskretne funkcije za en korak v levo, to je

E™Y, =Y (4.35)
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Podobno kot pri operatorju progresivnega premika E, dobimo tudi za operator retrogradnega

premika E ' nekatere lastnosti in povezave.

E_Zyx = E_l(E_lyx) = E_lyx—l =Y

Velja tudi tale zveza med operatorjema E in E:

EE'=E'E=1

Iz (4.34) pa sledi $e zveza med operatorjem E ™ in antidiferen¢nim operatorjem A™:

At =(E-2)”

Lastnosti (4.36) — (4.40) naj za vajo preveri bralec.

4.2 DIFERENCNE ENACBE

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Diferen¢na enatba je zveza med neznano diskretno funkcijo Yy, =Yy(X) in njenimi

diferencami:

f (Y, AYy, A%Y,, .., Ay, ) =0

eyee
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Primer:
Diferentna enatba A’y, —BAy, —3y, =0, x€{0,1,2,..} je drugega reda, diferencna

enatba y, —2Ay, =0, xe{0,1,2,...} paprvega reda.

Opomba: Pri diferencnih enacbah zapisemo vedno Se definicijsko obmocje neodvisne
spremenljivke. Zapisemo ga lahko v obliki x€{0,1, 2, ...} alipa X:{0,1 2, ...}.

*e0

Vemo ze, da diference lahko izrazimo s funkcijskimi vrednostmi pri X, X+1, X+2, X+ 3, ... .

Iz tega razloga zato veCinoma diferencne enacbe piSemo tudi v drugaéni obliki. Poglejmo to
moznost kar na primeru.

Primer:
Zapisimo diferenno enatbo drugega reda A’y —5Ay, -3y, =0, xe{0,1,2,..} v
drugacni obliki.

Resitev:
Po definiciji (4.04) prve diference in (4.17) druge diference velja

Ayx = Y — Yx
AZ Y = Yy — 2yx+1 + Yy

Ta dva izraza vstavimo v dano diferen¢no enacbo

A%, =58Y, =3y, = (Yeez = 21 + ¥o) = Yo = ¥i) =3y, =0
Uredimo in dobimo diferen¢no enacbo v drugi (obicajnejsi) obliki:
Yo — Ve ¥3y, =0 ,xe{0,1,2,..}
Diferen¢no  enacbo Ay, —5Ay, -3y, =0, xe{0,12,..} bomo pisali v obliki

Y2 _7yx+l+3yx =0 y X 6{01 1: 21 }
L X X

Opomba: Diferen¢ne enacbe pri diskretnih funkcijah lahko primerjamo z diferencialnimi
enacbami pri zveznih funkcijah. Iz tega vzroka uporabljamo podobne oz. celo enake izraze,
ki imajo tudi sicer podoben pomen kot pri diferencialnih enacbah.

Tako je diferen¢na enacba lahko homogena ali nehomogena, glede na koeficiente v diferen¢ni

enacbi pa govorimo o diferencnih enacbah s konstantnimi ali pa z nekonstantnimi
(variabilnimi) koeficienti.
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Diskretno funkcijo, ki zados¢a diferen¢ni enacbi n-tega reda pri poljubnih zacetnih pogojih,
npr. ¥,=C,,y¥,=C,, ..., ¥,, =C,,, imenujemo splosna resitev diferen¢ne enacbe. Ce so
vrednosti Y, ¥, ..., Y,, Poznane, dobimo posebno ali partikularno resitev diferencne
enacbe.

Preden se bomo lotili spoznavanja diferencnih enacb bolj podrobno, omenimo metodo
reSevanja diferen¢nih enacb, s katero lahko v nekaterih primerih dobimo posebno resitev v
obliki zaporedja. Gre za iterativno metodo, ki jo bomo opisali in preverili tudi na dveh
primerih.

4.2.1 Iterativha metoda reSevanja diferencnih enacb

Iterativno metodo lahko uporabimo, ¢e poznamo nekatere zacetne vrednosti diskretne
funkcije. Ce imamo diferen¢no enacbo 2. reda, moramo poznati vrednosti pri X =0 in pri
x =1, ¢e reSujemo diferencno enacbo 3. reda, moramo poznati vrednosti funkcije pri X =0,
x=1in x=3 itd.

Pri tem postopku ravnamo tako, da iz diferen¢ne enacbe izrazimo funkcijsko vrednost pri tisti

vrednosti neodvisne spremenljivke, ki je najbolj pomaknjena v desno, nato pa v ta izraz
zaporedoma vstavljamo vrednosti neodvisne spremenljivke.

Primer:
Izradunajmo partikularno resitev diferenéne enaébe A’y —5Ay, —3y, =0, X E{O, 12, }
pri danih zagetnih pogojih y, = y(0)=1 in y, = y(1)=1.

Resitev:
Diferen¢no enatbo A’ y, —9Ay, —3y, =0, definirano na mnozici X e{O, 12, } , SMo 7e V

prejSnjem primeru zapisali v obliki y, ., = 7y,,, +3y, =0 , X E{O, 12, }
V konkretnem primeru to enac¢bo zapisemo takole:

Yo = 7yx+l - 3yx

in nato v ta izraz vstavljamo vrednosti za X z njenega definicijskega obmogja:
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za Xx=0= y,=7y,-3y,=71-31=4

za Xx=1= y,=7y,-3y,=7-4-31=25
za Xx=2= Yy,=7Yy,—3Y,=7-25-3-4=163

Partikularna regitev diferen¢ne enacbe je torej mnozica Y:{1,14,25,163,..}.

o0

Primer:

Z uporabo iterativne metodi pois¢imo posebno resitev enacbe Yy, ,—ay, =b, ¢e poznamo

zacetni pogoj Y,=2 (opomba: ker gre za diferencno enacbo 1. stopnje, potrebujemo le en

zacetni pogoj).

Resitev:

Enacbo zapisemo v obliki_y, , = ay, +bin nato delamo iteracije.

Poznamo:

Pri. x=0 dobimo:
pri x=1 dobimo:
pri x=2 dobimo:

pri x =3 dobimo:

Yo=2

y,=ay,+b=2a+b

y, =ay, +b=a(2a-+b)+b=2a"+b(1+a)
y,=ay,+h=2a’ +b(1+a+a2)
y,=ay;+b=2a’ +b(l+a+a’+a’)

b(a*-1
pri (x—1) dobimo: yx=ayx_1+b=2ax+b(l+a+a2+---+ax‘1)= 23"+ ( . )
a_
za a=l
XX
4.2.2 Homogene diferencne enacbe
Homogena diferenc¢na enacba Se v splosni obliki glasi:
L) (X)yxm +l//n—l(x)yx+n—l+ o +z//1(x)yx+1 W (X)yx =0 (4.42)
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Koeficienti 1/4(x),i:0,1, 2,...,n v (4.42) so neke znane diskretne funkcije, y, pa je iskana

diskretna funkcija, torej resitev diferen¢ne enacbe.

Povejmo brez dokaza, da za diferen¢no enacbo (4.42) velja:

e Ceje y, resitev te enacbe, je njena resitev tudi Ay, , A €R.

e Najbosta y! in y’ dve resitvi enacbe (4.42). Potem je resitev te enacbe tudi njuna vsota

Yy + VY5

e Naj bodo funkcije vy;,yZ,yS,..., Y, resitve enacbe (4.42), A,,A,, A,,...A, pa poljubne
konstante. Potem je sploSna reSitev diferencne enacbe (4.42) linearna kombinacija

Y, =AY+ ALY+ ALY

4.2.2.1 Homogena diferencna enacba s konstantnimi koeficienti

Poglejmo si najprej homogeno diferencno enacbo s konstantnimi koeficienti, ki se v sploSnem

zapisu glasi:

bn yx+n +bn—1yx+n—1+ o +blyx+1 +b0yx =O

Koeficienti b,,b,b,,...,b, so poljubna realna stevila.

Resitev enacbe (4.43) is¢emo z nastavkom

X

Y=a

1z (4.44) sledi zaporedoma:

_AaXxHl _ AX

Yp=a =aa
_ ><+2_axa2

yx+2 =a -

XA/h

yx+n :ax+n :a a

(4.43)

(4.44)

Ce naj bo funkcija y,=a" res resitev diferencéne enacbe (4.43), mora seveda tej enacbi

ustrezati. Zato vstavimo v to enacbo vse vrednosti za Y, , Y, .1, Vyiior s Youn -
ba*a”+h a‘a" +---+ha‘a+ha*=0

Dobljeni izraz smemo krajSati z a*#0 in dobimo
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ba'+h ,a"*+---+ha+h =0 (4.45)

Enacbo (4.45) imenujemo (po analogiji z diferencialnimi enacbami) karakteristicna enacba
dane diferen¢ne enacbe.

Karakteristi¢na enacba je algebrajska enacba n-te stopnje, zato ima v sploSnem n resitev, pri
¢emer nastopajo razne moznosti.

 Ceje a; enkratni realni koren, mu ustreza resitev diferentne enacbe
j_ X
¥, =C;3;

e <Ceje @; r-kratnirealni koren, je resitev diferencne enacbe

Y=o Ax- 4 X 7)a)

e Ce je a; kompleksni koren (tak$ni koreni vedno nastopajo v konjugiranih parih), npr.

a;=c;id, , je resitev diferencne enacbe

Y, =yE+yE=C,(c, +idj)X+Cjz (¢ _idi)x
oziroma, ¢e piSemo kompleksno Stevilo v polarnih koordinatah, je reSitev:
y, =C, " (cosxp+isinxp)+C, r*(cosxp—isinxg)
e <Ceje a; p-kratni kompleksni koren, pa je resitev diferenéne enacbe

Y, :(Cojl +Clix+--- +Cgl_lx"‘l)rX(COSX¢+isinXgo)+

+(Coiz +ClJ'zX+...+Cg{lxp4)rx(COSX(/)—iSinxw)

Primer:
ReSimo homogeno linearno diferenéno enacbo drugega reda s konstantnimi koeficienti

Y2 —B% +6Y, =0, xe{0,1, 2, ...}. Pois¢imo splosno refitev te enacbe in njeno

partikularno resitev, & poznamo za¢etna pogoja Y, = y(0)=0 in y, = y(1)=1.
Resitev:

Splosno resitev bomo poiskali z nastavkom y,=a*. Na ta na¢in dobimo iz diferen¢ne enacbe
karakteristi¢no enacbo

a’-5a+6=0
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z ni¢lama/korenoma: a, =2 in a, = 3.
Od tod pa ze sledi splosna resitev enacbe: y, =C,2* +C,3".

Posebno (partikularno) resitev pa lahko dobimo na dva nacina:

a) iz splosne resitve y, = C,2" + C,3* z upostevanjem zacetnih pogojev:

Yo =0=0=C, +C,
Yy, =1=1=2C, +3C,

Od tod izraéunamo C, = -1 in C, =1, tako da je posebna reitev y, = —-2" +3".
b) z iterativno metodo, torej iz enacbe, ki jo reSujemo, najprej napisemo

Yo = 5yx+1 - 6yx

in od tod dobimo zaporedne vrednosti diskretne funkcije:

Yo = y(O) =0

Y. = y(l) =1
pri x =0 dobimo: y, =5y, -6y, =5
pri x =1 dobimo: y, =5y, —6y, =19
pri x =2 dobimo: y, =5y, -6y, =65
itd. ..

Od tod sledi resitev: ~ Y:{0,1,5,19,65,.. ..
[ X X 4

Primer:
Pois¢imo splosno in posebno resitev enacbe y,,, —5Y,,, +6y, =0 pri pogojih y, =1 in

y, =2, xe{0,12, ...

Resitev:

Gre za isto homogeno diferen¢no enacbo, kot v prejSnjem primeru, zato njeno splosno resitev
7e poznamo: Yy, =C,2* +C,3".

Zacetna pogoja sta sedaj: Y, =1iny, =2.

Vstavimo oba pogoja v splosno reSitev in dobimo sistem dveh enacb z dvema neznankama

1=C +C,
2=C,-2+C,-3
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z reSitvama: C =1, C,=0.

Posebna resitev diferencne enacbe se v tem primeru glasi: y =2". Za vrednosti neodvisne
spremenljivke x dobimo zaporedoma: y,=1, y,=2, y,=4, y,=8, y,=16,...

Resimo ta primer Se z iterativno metodo.

Ker je Yyi2 _5yx+l+6yx =0= Yyi2 :5yx+l_6yx J dobimo:

Yo =1
y, =2
za x=0 je y,=5y,-6y,=4
za x=1 je y,=5y,—6y,=8
za Xx=2 je y,=5y,-6y,=16
za x=3 je Y, =5y,—6y,=32 itd....

S tem imamo Ze znano partikularno reSitev Y : {l, 2,4,8,16,.. }

*e0

Primer:
Resimo enacbo Y., —2y,,,+3y, =0, xe{0,1,2,..}.

Resitev:
Z uvedbo y,=a* dobimo karakteristi¢no enatbo a’—2a+3=0 z reitvama: a,, —1+iv2.
Splosna resitev je

Y, =Cy(1+iV2) +C,(1-iv2)

ZapiSimo to reSitev Se s polarnimi koordinatami. Kompleksni $tevili sta konjugirani, zato
imata enako absolutno vrednost r =+/3 . Od tod zapisemo

y, = Cl(\/§)x(005¢x +isingx)+C, (\/§)X(cosq)x —isingx)

o0

Primer:
Izra¢unajmo posebno resitev enacbe Y,,, +V,,, — Y, =0 pripogojih y, =0, y, =1.
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Resitev:

Karakteristi¢na enatba a’+a—1=0 ima reSitvi: a1_— in a,=

. Splosna reSitev

1-\5 1++/5
2

diferen¢ne enacbe je potem

<[5 = (57)
o2 22

Z upostevanjem obeh zacetnih pogojev Yy, =0, y, =10 dobimo dve enacbi 0=C +C, in

1-J5 . 1+5

+GC,- z reSitvama C,=—4=, C,=
2 2

1
FoE

1=C,-

Posebna resitev je torej

4]

o0

4.2.2.2 Homogena diferen¢na enacba I. reda s spremenljivima
koeficientoma

Homogena diferen¢na enacba I. reda s spremenljivima koeficientoma se v splo$ni obliki glasi:

Vi (X) Yo (X)Y, =0, X:{0,1,2...} (4.46)

Delimo to enacbo s 1//1(X) , 0znacimo %(())3 =Y, (X) in lahko (4.46) zapisemo takole:
L4

yx+1_lP0(X)yx :O, X: {0,1, 2}

To enacbo najenostavneje reS§imo z iteracijsko metodo.

Enacbo zapis§imo v obliki Y,,; = ¥,(X)y, in izvajajmo iteracije:
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pri x=0 je
pri x=1 je
pri x=2 je
pri (x-1) je
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Yi= \Po (O) Yo
Y, =¥, (1) y. =¥, (1) 1110(0) Yo

Vs = ¥(2) Y, = ¥o(2) ¥ (1) ¥5(0) o

Yy =¥o(x=1) ... (1) ¥5(0) Yo = [ [ ¥o(i) Yo

X—1
Resitev enacbe (4.46) je torej Y, :H‘I’O (i)Yo, kjer je y, zatetna vrednost diskretne funkcije.
i=0

4.2.3 Nehomogena diferen¢na ena¢ba prvega redas
konstantnimi koeficienti

Ta enacba se v splosni obliki glasi:

yx+l_byx =C, X: {O,l, 2, } (447)

Konstanti b in ¢ sta poljubni od ni¢ razli¢ni realni Stevili, a,beR,a=0,b=0.

Enacbo (4.47) lahko reSimo na ve¢ nac¢inov. Omenimo dve moZznosti.

4.2.3.1 ReSevanje z iteracijsko metodo

Enacbo (4.47) prepisemo v obliki

yx+1 = byx +C

in izvajamo iteracije:

za x=0 je
za x=1 je
za X=2 je

Y, =by,+c
y, =by, +c=by, +c(1+b)
Y, =by, +c=by, +c(L-+b-+b’)
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za (x-1) je Y, =b*yo+c(L+b+b7+ - +0°7)

Izraz (1+b+b2+---+bx’l) je vsota x ¢lenov geometri¢nega zaporedja s prvim ¢lenom 1 in

kvocientom b. Za b1 tedaj velja (1+b+b2+~-~+bx‘1) o1

. Oznac¢imo $e Y,=C in dobimo

splosno resitev

yx=Cbx+cb B PO
b-1 b-1 1-b

. « o c . “ . “
Oziroma, ¢e oznac¢imo Se C,=C +m , je splosna resitev enacbe (4.47):

C
—Cb*+——
yX 1 1—b

4.2.3.2 ReSevanje s prirejeno homogeno diferen¢no enacbo

Nehomogeno diferencno enacbo (4.47) lahko reSimo po podobnem postopku kot smo resevali
nehomogene diferencialne enacbe pri zveznih funkcijah, torej delamo po korakih.

1. Najprej reSimo prirejeno homogeno enacbo

Ly~ bzx =0

Vemo, da taksno homogeno diferen¢no enacbo resimo z nastavkom z =a" .
Karakteristi¢na enacba a—b=0 ima resitev a=Db, zato je splosna resitev prirejene homogene
enacbe: z, =Cb".

2. Splosno resitev nehomogene ena¢be dobimo v obliki

y, =Y. +Cb* (4.48)

V (4.48) je y. neka partikularna resitev nehomogene enacbe, Cb* pa je splosna resitev
prirejene homogene enacbe .

Partikularno reSitev nehomogene enacbe izraunamo z nastavkom

yi=d
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Ker je d neko realno Stevilo (konstanta), je tudi y.,=d. Oboje vstavimo v nehomogeno

diferen¢no enacbo (4.47)

yx+l_byx =C
d-bd=c

in od tod dobimo neznani d:

d=—S_
1-b

Partikularna resitev je y,=d :ﬁ in zaradi (4.48) je sploSna resitev nehomogene diferencne

enacbe (4.47)

y, =Y, +Cb*=d +Cb*=Cb* +ﬁ

in je seveda enaka Ze izraCunani po iterativnem postopku.

Primer:

) 1 . )
Pois¢imo posebno resitev enacbe Y, ., — E y, =2 pri pogoju y, =10.
Resitev:

. . 1 .
Prirejena homogena diferencna enacba je Zm—%zx =0. Karakteristi¢na enacba a—§:0 Ima
y 1 . e 1Y x . y
reSitev a=E=2 . Splo3na resitev je y, =Y, +C > =y, +C-27*. Partikularno resitev Yy,
dobimo z nastavkom y:=d . Ker je d konstanta, je tudi y,, =d. Iz prvotne enatbe potem

sledi: ym—%yX =2=d —%d =2=d=4.

Iskana splosna reSitev na$e diferenéne enacbe je y, =C-27* +4.
Se posebna resitev za dani zagetni pogoj x=0,Y,=10:

y,=C-27+4
10=C-2°+4=C=6

Zato je posebna resitev v tem primeru taksna: y, =6-27 +4 ,
L X X/
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4.2.4 ReSevanje diferen¢nih enacb z operatorji

Diferen¢ne enacbe je mogoce reSevati tudi z operatorji, ki smo jih spoznali v prej$njih
poglavjih.

Vzemimo linearno diferen¢no enacbo reda n s konstantnimi koeficienti, ki je definirana na
mnozici X:{O, 1 2,...}:

B, Yieen B0t Viena + B Y, +, Y, =0(X) (4.49)

Ko je v (4.49) funkcija na desni strani enacbe identi¢no enaka nic¢ (g(x) = O), je ta enacba

homogena, ¢e pa ni, je enacba nehomogena.
V nadaljevanju si bomo ogledali obe moznosti.

V enacbi (4.49) najprej uporabimo operator progresivnega premika E, ki smo ga definirali z
izrazom (4.26). Zaradi lastnosti tega operatorja moremo enacbo (4.49) zapisati takole

b,E"y, +h E™y, +---+bEy, +hy, =g(x)

oziroma
(bn E"+b ,E™+---+bE +b0)yX =9(x)

Ko ozna¢imo
f(E)=b,E"+b,,E""+---+b,E* +h E' +h (4.50)

lahko diferen¢no enacbo (4.49) zapiSemo v enostavnejsi obliki:

(E)Y, = 9(x) (4.51)

4.2.4.1 Homogena linearna diferen¢na enacba

Homogena linearna diferen¢na enacba reda n s konstantnimi koeficienti se glasi

bn yx+n +bn—1yx+n—1+ o +blyx+1 +b0yx :O (452)
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V tej enacbi uporabimo operator progresivnega premika E in jo zapiSemo v obliki:

f(E)y, =0 (4.53)

Ko homogeno diferen¢no enacbo s konstantnimi koeficienti reSujemo z nastavkom Yy, =a*,
dobimo karakteristicno enac¢bo

ha"+b ,a"+---+ha+h =0
To enacbo pa zaradi (4.50) lahko zapiSemo tudi takole:
f(a)=0

Ko (4.54) razcepimo, torej f(a)=h,(a—a,)(a—a,)...(a—a,)=0, vidimo, da lahko zapisemo za
a=E tole:

f(E)=b(E-a)(E-2,)-.(E-a,)

To pa pomeni, da je mogoce homogeno diferen¢no enacbo (4.53) zapisati v obliki:

(E-a)(E-3,)...(E-a,)y,=0 (4.54)

Enacbo (4.54) sedaj piSemo v obliki sistema enacb

(E-a)y,=0
(E-a,)y,=0

(4.55)

Sistem (4.55) zaradi (4.54) predstavlja nabor linearnih karakteristicnih enacb, iz katerih
dobimo korene a,,a,,...,a, .

Vsaka od teh reSitev nam da po eno partikularno resitev diferencne enacbe, splosna reSitev
diferen¢ne enacbe pa je njihova linearna kombinacija

Y, =Ca +Ca +--+Ca; (4.56)

Primer:
Resimo homogeno diferencno enacbo vy,,,-6y,.,+11ly,, -6y, =0 2z operatorjem

progresivnega premika.
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Resitev:
Ko v dani diferen¢ni enacbi uporabimo operator progresivnega premika E ter upostevamo
njegove lastnosti, dobimo

(E®*-6E*+11E —6)y, =0 oziroma (E—-1)(E-2)(E-3)y, =0

Od tod sledi sistem

E-1)y, =0
E-2)y, =
E-3)y, =0

ki nam da tri karakteristi¢éne enacbe z reSitvami:
a-1=0=a=1a-2=0=4a,=2,a-3=0=a,=3
Splosna resitev dane homogene diferen¢ne enacbe je potem

y,=C,+C,2"+C,.3"
XX

4.2.4.2 Nehomogena linearna diferencna enacba

Ko v nehomogeni linearni diferenéni enacbi

bnyx+n +bn—1yx+n—l+ a .+ny+l+t})yx =g(X) D g(X) # O (457)

uporabimo operator progresivnega premika, jo zapiSemo v obliki (4.51) oziroma takole:

b,(E-a)(E-a,)...(E-a,)y,=q(X) (4.58)

Obe strani enacbe (4.58) delimo s konstantnim, od ni¢ razliénim koeficientom b, in jo nato
zaporedoma prenumerando mnozimo najprej z (E—al)fl, nato z (E—az)fl itd., na koncu pa

Sez (E—an)_l. Na ta na¢in dobimo splosno resitev diferen¢ne enacbe (4.57):

Y= (E-a) '(E-a,1) " -(E-a) "0(¥ (459

n
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Od tu naprej pa delamo tako, kot smo ugotovili v prejSnjem poglavju.

V (4.59) uporabimo Se tole zvezo, ki jo navedimo brez dokaza

(E—a)_1 —a'Aa (4.60)

Primer: Resimo nehomogeno diferen¢no enacbo 2y,., -7y, , +3y, =-5.

Resitev: Diferencno enacbo bomo reSevali po zgoraj opisanem postopku. V tej enacbi
uporabimo operator E in enacba se glasi

(2E*-7E+3)y, =-5

2(E2 —%E+§J y, =-5

Enacbo delimo z 2 in izraz na levi strani razstavimo

(E—%)(E—B)yx -3

-1
Zgornji izraz prenumerando pomnoZimo najprej z (E —%) , nato pa Se z (E—3)7l in

dobimo formalno reSitev diferencne enacbe za tale primer

eafed) ()

V tej enacbi upostevajmo najprej lastnost (4.60) za a=3 in za a:%:

(E-3)" =3*A*3™

-1 x—1 -X
() ) o) e
2 2 2

y, =3FAIZH ALY (—gj .

in dobimo
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Antidiferenco ekponentne funkcije najdemo v tabeli antidiferenc. UpoStevajmo torej

a 1+K ,a=l, kar za a=2 pomeni A'2* =2" +K,.
a_

antidiferenco Aa*=

Od tod je :

Y, =[—gj~3x‘1.A‘13‘x~2‘X+1~(2X+Kl)=(—gj~3x‘lA‘13‘x(2+2K12‘X)=

:(-2)3“&(2.3* +C,67)

Pri tem smo oznacili konstanto C, = 2K, . Sedaj enacbo Se preuredimo:

SRR SRR

V oglatem oklepaju ponovno upostevajmo pomen operatorja A~ in dobimo:

v=(-3)e 2@ +Cl.@x vk =[5 [3(1) _§c1.(1)” R KZ}

2 5 2 3 5 6
3 6
y . o . oy 5K, L y .
Izraz le $e uredimo in ¢e ozna¢imo krajse Se CZZ_T’ Ze imamo splo$no reSitev

nehomogene diferencne enacbe:

Y, =2+C1-2‘X+C2~3X

Za vajo preverimo, ¢e je dobljena funkcija res reSitev diferen¢ne enacbe. V ta namen moramo
v enacbo 2Y,,, — 7Y, , +3y, = -5 vstaviti vrednosti funkcij

Y, :2+C1-2‘X+C2-3X

Vo = g +C, o=+ c, g
5 —(x+2) X+2
yx+2:§+C1'2 +GC,-3

in preveriti, ¢e je leva stran enacbe res enaka desni.

V enacbo 2y, , -7y, ,+3Y, =-5 vstavimo izracunane Y,, Y,,, in Y,,, in preverimo, e je
leva stran enac¢be enaka desni strain.
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2yx+2 - 7y><+1 + Syx =-5

g+cl-2*x+2>+cz-3x+2 —7 g+cl.2*x+1)+cz-3x+1 +3 g+c1-2-X+cz-3x =5

N

2 E+c:1-2‘<**2>+c2-3*+2 —7 §+cl-2*“>+c2-3x+l +3 E+c:1-2-X+cz-3x =5
2 112 172 |
5+EC12‘X+18023X—E—ZCIZ‘X—21CZ3X+E+3C12‘X+3C2-3X:—5
2 2 2 2

—5=-5

Leva in desna stran enacbe sta res enaki, torej je izracunana resitev pravilna.
(X X 4

4.3 Z- TRANSFORMACIJA

4.3.1 Definicija z-transformacije

Pri zveznih funkcijah smo definirali Fourierovo in Laplaceovo transformacijo in ugotovili, da
sta zeko uporabni pri reSevanju diferencialnih enach.

Zvezno funkcijo realne spremenljivke smo z dogovorjenim pravilom pretvorili v zvezno
funkcijo kompleksne spremenljivke. Ra¢unske operacije visje matematike, zlasti odvod, ki jih
opravljamo v obsegu realnih Stevil, so v kompleksnem obmocju sedaj postale mnogo
enostavnejse.

Namesto odvoda smo dobili potenco, tako da diferencialna enacba preide v navadno
algebrsko enacbo, namesto konvolucijskega integrala dobimo produkt transformov itd.

Podoben moznost se pokaZze tudi v diskretni analizi. Tudi tu moremo diskretno funkcijo realne
spremenljivke pretvoriti v diskretno funkcijo kompleksne spremenljivke. Temu postopku
bomo rekli z-transformacija. Z njeno uporabo bomo lahko veliko enostavneje resevali
diferencne enacbe.
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Definicija: Vzemimo neko diskretno funkcijo f, = f(k), ke{..,-2,-1,0,1 2, ...}.
Funkcijo, doloceno z izrazom

Z{t(k)j=> f(k)z*, zeC (4.61)

imenujemo z-transform dane diskretne funkcije. Za z-transformacijo obicajno uporabimo
zapis:

Z{f(k)}=F(2) (4.62)

Z je operator, ki preslika diskretno realno funkcijo f (k) v kompleksno funkcijo F(z):
Z: 1(k)>F(2)

Ce je diskretna funkcija f (k) definirana samo za nenegativne neodvisne spremenljivke, torej
za k >0, govorimo o desnostrani diskretni funkciji.

Ce je diskretna funkcija f(k) definirana samo za negativne vrednosti neodvisne
spremenljivke, torej za k <0, govorimo o levostrani diskretni funkciji.

Ko pa je diskretna funkcija (v tehniki pravimo tudi: signal) f(k) definirana za vse cele
vrednosti neodvisne spremenljivke k, govorimo o obojestrani diskretni funkciji.

V konkretnih realnih primerth imamo vefinoma opraviti samo z desnostrano diskretno

funkcijo, zato se bomo v nadaljevanju posvetili le tako imenovani enostrani z-transformaciji.

Definicija: Enostrana z-transformacija je postopek, ki diskretni funkciji f, = f(k),
k €{0,1,2,3,...} priredi enostrani z-transform

00

F(z2)=2Z{f(k)}=)f(k)z*, zeC (4.64)

k=0

Funkcija F(z) je vrsta, ki konvergira za vsako kompleksno Stevilo z, za katerega velja

1 . .
zahteva |Z|>R=— , kjer je p konvergencni polmer (slika 4.1).
o,
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Funkcija (4.64) je vrsta

FO=3 1 (02 =10+ 102+ 12+ 10 =10 2 1D T

konvergentna za vse tiste absolutne vrednosti kompleksne spremenljivke, ki lezijo znotraj
konvergen¢nega kroga s kroznico I', ki je mnozica tock z enacbo |Z|=F. Na krivulji T’

vrsta ni konvergentna.

Krog konvergence je prikazan na sliki (4.1). Z znakom I" je oznaena kroznica, ki loci
podrogje konvergence od podrogja divergence. Poli funkcije F(z) so v podrogju divergence,

torej znotraj kroga z radijem R (slika 4.1).

kompleksna
Im4 z-ravnina
.“"“‘ ........ F
.” Z, "“‘
podrocje Z, O/R(
konvergence ) _
: 0 : Re
Z,
* o K
‘.’0.. °Z4 ".’.
Slika 4.1 Konvergenca funkcije F(z)
Enostrani z-transform F(z) je torej vrsta
= f(1) f(2) f(3) f(4
F(z)=)_f(k)z“=f(0)+ ()+ (2)+ (3)+ (4)+ ------ (4.65)
= 7z z z

Pomembno: Ko racunamo transform F(z), moramo vedno preveriti obmocje divergence.

Vzemimo desnostrano z-transformacijo (4.64) in jo pomnozimo s faktorjem z**, dobljeni
produkt pa integrirajmo po poljubni sklenjeni krivulji T", ki naj obkroza vse singularnosti
(pole) funkcije F(z):
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{27 F@)dz=3 § (k)2 dz (4.66)

r k=0

Ce za to krivuljo vzamemo kroZnico, kar smemo storiti brez §kode za splo§nost, dobimo
situacijo s slike (4.1). V formuli (4.66) smo zaradi enakomerne konvergence v (4.64)
zamenjali vrstni red sumiranja in integriranja. 1z (4.66) sledi

§2* F(2)dz = 27i f (k)

Od tod dobimo formulo za inverzno z-transformacijo

f (k):i_cﬁF(z)zk-ldz =Z"F(2)} k=012,... (4.67)

27 ¢

Vemo, da integral v (4.67) izraCunamo po Cauchyjevi formuli kot vsoto vseh residuov:

gSF(z)zk’ldz:27ziZRes[F(z)z"’1] (4.68)

T Res

1z (4.67) in (4.68) dobimo formulo za inverzno z-transformacijo, izrazeno z residui:

f(k)=Z"{F(z)}= ZRes[F(z)zkﬂ, k=0,12,... (4.69)

Res

V konkretnih primerih, ko Zelimo iz z-transforma F(z)dobiti originalno funkcijo f(k) v

realnem obmocju, praviloma ni potrebno uporabljati formule (4.67) oziroma (4.69), ker lahko
na podoben nacin kot pri Fourierovi in Laplaceovi transformaciji transforme konkretnih
diskretnih funkcij dobimo kar iz tabele.

4.3.2 Zveza med Laplaceovo in z-transformacijo

Zveza med z-transformacijo in Laplaceovo transformacijo je podana s preslikavo s-ravnine na
z-ravnino s pravilom:

(o‘+iw)t _

z=¢"=¢ e”e™ (4.70)
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S to preslikavo se preslika konvergenéna abscisa C na konvergencno kroznico z radijem
|z|=e" =R.. Podrogje konvergence s-ravnine, za katero je o >Re(s) instem e’ >R, se

preslika v zunanjost konvergen¢nega kroga. Podrogje s-ravnine, za katero velja o < Re(s),
pase preslika v notranjost kroga konvergence, ker je e°* <R zavse o < Re(s).

V posebnem primeru, ko je ¢=0 (ordinatna os), je konvergenéni krog kar krog enote
(R=1). V tem primeru se desna polravnina s-ravnine preslika v zunanjost enotskega kroga,
leva polravnina s-ravnine pa se preslika v notranjost enotskega kroga (slika 4.2)

A s-ravnina A Z-ravnina
Im Im
Podroc¢je konvergence
podrocje
konvergence
d
0| odc Re !J Re

Slika 4.2: Zveza med podro¢jem konvergence pri Laplaceovi in z-transformaciji

Primer:
Dologimo enostrani z-transform F(z) za diskretno funkcijo f(k)=1,k €{0,1,2,...}

Resitev:
Enostrani z-transform dane diskretne funkcije je po definiciji (4.65):

RN N1t 11
F(z)_;f(k)z _;(12 ) 1+Z+ZZ+Z3+Z4+

s . L . : 1 .
Dobili smo geometricno vrsto s prvim ¢lenom a, =1 in kvocientom ¢q=—. Ta vrsta je
z

a‘l
1-q

. Ce je torej za

konvergentna, ko je |q|<1, njeno vrednost pa dobimo po formuli S =

1 <1=|z|>1, se njen z-transform glasi:

dano funkcijo izpolnjen pogoj |~
z
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Podrocje konvergence dane vrste je torej zunanjost kroga z radijem R =1 v kompleksni z-
ravnini.

Za vsa kompleksna Stevila, katerih velikost je manjSa od 1, vrsta ni konvergentna, za vsa

kompleksna Stevila z absolutno vrednostjo ve¢ kot 1, pa je konvergentna in izraunani z-
transform obstaja.

Ce je npr. z=—1+i, je |Z|:|—1+i|:1/(—1)2 +12=2>1 in je vrsta konvergentna, e pa je

== fﬁ ~0,78<1 vrsta divergentna.
100

1 3. . . 1 3.
z==—=i, jezaradi |z|=|=—i
2 5 2

LR R

Primer:
Dolo¢imo z transform funkcije f(k)=n, k e{O, 1, 2,...}, neN in preverimo

konvergenco te vrste za kompleksna stevila: z, = —% +%i , 2,=1-2iinz;= 1+%|

Resitev:
Po definiciji z-transformacija velja za funkcijo f (k)

n:

MS
N
L
Il
S
MS
N
s

if
k=

< . . . .2 .
Vrsta » 77 je geometriéna, njena vrednost je 1 za vse |z| > 1. Od tod sledi:
Z —
k=0

z
F(z2)=nYz*=n—-, |7>1.
@)=yt =nto
Za dana kompleksna $tevila ugotovimo:
a) |z|= ( j (3] \/_~06<1 vrsta ni konvergentna

b) |22| =/5>1, vrsta je konvergentna

C) |z5| = % > 1, vrsta je konvergentna.

o0
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Primer:
Izradunajmo enostrani z-transform diskretne eksponentne funkcije f(k)=e*" ke{0,1,2,..},

aceR,a=0.

Resitev:

k=0 k=0 k=o\ Z z z Z

aT

Spet gre za geometri¢no vrsto s prvim ¢lenom 1 in kvocientom . Tak$na vrsta je

z
konvergentna, ko je izpolnjen pogo;j:

aT

<d=l7>eT

LR X/

Primer:
Izradunajmo enostrani z-transform diskretne funkcije f(k)=a*, k €{0,1,2,...},a>0.

Resitev:

00 00 k
Po definiciji velja F(z)=Z{ak}:Za"z*k =Z(Ej . Ta vrsta je konvergentna, ko je izpolnjen
k=0 k=0\ Z

pogoj a <1=|4>g| . Tedaj se z-transform glasi:
z
Zlal—_ 2
a}=—"za |>d
XX
Primer:

Izracunajmo enostrani z-transform funkcije f (k) =ka* ,k E{O, 12, } ,a>0.
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Resitev:
o ) N Kk Z . .
Iz prejSnjega primera vemo, da za vse |Z|>|al velja Za z“=——. Odvajajmo levo in
Z—a

k=0
desno stran te enacbe po spremenljivki z:

(o [ d(zj
— | Sakr |- =
dz\ &3 dz\z-a

in dobimo
N a7 (K :(z—a)—z
ch;( ( )) (z—a)2
Uredimo
a7 (k) =——2
k:O( ( )) (Z—a)2
e — 5
Z\>o (z—a)

k" =2
kzz;‘ (z-a)’

Po definiciji z-transformacije (4.64) je Z{f(k)}=if(k)z‘k. Vidimo, da je leva stran

k=0
zgornje enacbe ravno iskani z-transform funkcije f (k =ka*, torej velja:

Z{kak}:a—z)z |2>/d

(2~

Ce v zgornji formuli vzamemo za a =1, dobimo $e tole formulo:

LR X/

4.3.3 Lastnosti z-transformacije

Tudi za z-transformacijo lahko ugotovimo nekaj lastnosti, ki jih uporabljamo v prakti¢nih
primerih. Vse lastnosti izpeljemo iz definicije enostrane z-transformacije (4.64), lahko pa jih
posplosimo tudi za dvostrano z-transformacijo (4.61).
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1. Linearnost

Z-transformacija linearne kombinacije diskretnih funkcij je linearna kombinacija posameznih
z-transformacij:

Z{al fi(k)+a, By (K)+---+ar, T, (k)}:

a2 Z{ LM 200 |

Dokaz formule (4.71) sledi iz lastnosti vsote (vrste).

Na enak nacin, kot ugotovimo linearnost z-transformacije, ugotovimo tudi linearnost inverzne
z-transformacije:

Zfl{alFl(Z)+a2 F,(2)+- +o,F, (Z)} =

:%Zfl{l:l(Z)}+aZZ’l{F2 (z)}+ . _,_anz—l{l:n (Z)} (4.71a)

2. Paralelni premik diskretne funkcije v levo

Paralelni premik diskretne funkcije v levo lahko predstavimo v koordinatnem sistemu (slika
4.3).

k—-m k-m+1 k-2 k-1 k
Slika 4.3: Premik funkcije f (k) v levo

Brez dokaza povejmo, da za premik v levo velja

Z{t(k-m)j=z"Z{f (k)}+ ) f(i-m)z" (4.72)
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Za posamezne premike v levo dobimo naslednje uporabne formule:

= za m=1 (premik v levo za eno enoto)

Z{f(k-Df=z"Z{f (k)}+f(-1) (4.73)

= za m=2 (premik v levo za dve enoti)

Z{f (k-2 =22 2Z{f (k)}+f(-2)+ f(-1)z* (4.74)

= za m=3 (premik v levo za tri enote)

Z{f(k=3)} =2 Z{f (k)| +f(-3)+ f(-2)z '+ (-)z? (4.75)

V konkretnih prakti¢nih primerih lahko doseZzemo, da je vrednost diskretne funkcije povsod
enaka ni¢, torej f(k)=0 zavsak k €{0,1, 2, ...}. Tedaj iz formule (4.72) sledi:

Z{f (k-m)}=z"Z{f (k)} (4.76)

3. Paralelni premik diskretne funkcije v desno

Tudi paralelni premik v desno si grafi¢no predstavimo v koordinatnem sistemu.

|
(k) f(k+m=1)
f(k+2)
f(k+1) f(k+m)
k k+1 K+2 kem—-1 k+m

Slika 4.4: Premik funkcije f (k) v desno
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Brez dokaza povejmo, da za premik v desno velja naslednja lastnost

Z{f (k+m)p=2"Z{f (k)}-_ f (i)™ (4.77)

Za posamezne premike v desno dobimo naslednje formule:

= za m=1 (premik v desno za eno enoto):

Z{f (k+D)}=z-Z{f (k)}-zf (0) (4.78)

= za m=2(premik v desno za dve enoti)

Z{f (k+2)}=22Z{f (k)}-2*f (0)-zf (1) (4.79)

= za m=3 (premik v desno za tri enote)

Z{f (k+3)=2°Z{f (k)}-2*f (0)-2*f (1)-zf (2) (4.80)

Ce je vrednost diskretne funkcije povsod enaka ni¢, torej f(k)=0 zavsak k €{0,1,2,...}, iz
formule (4.77) sledi:

Z{f (k+m)|=z2"Z{f (k)| (4.81)

4. z-transformacija konvolucijske vsote

Konvolucijska vsota dveh diskretnih funkcij je tale izraz

3, (K) (ki) (4.82)

oziroma

> fu(k—i) (k) (4.83)
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Z-transformacija konvolucijske vsote pokaze Se tole zanimivo in zlasti uporabno lastnost:

Z{z fl(k)fz(k—i)} _Z{t(K)- 25K =R )R ) (4.84)

Dokaz:
Po definiciji enostrane z-transformacije je

Z{i fl(k)fz(k—i)}=ki(i £ (KL, (k—i)jz‘k

=0\ i=0

Potenco z™* pisimo takole: 2777 oznagimo se n = (k —i). Za vse tak$ne z, za katere je
vrsta konvergentna, lahko zamenjamo vrstni red sumiranja, tako da je tole res:

5. z-transformacija produkta diskretne funkcije z eksponentno funkcijo

Vzemimo poljubno diskretno funkcijo f(k) in eksponentno funkcijo a“,a>0 ter tvorimo
produkt a“f (k) . Z-transformacija tega produkta je po definiciji

k=0 a a

Zaf (k)}zgak f(k)z* :i{f (k).(ijk}: F(ij

Za poljubno pozitivno realno stevilo a torej velja

Zlaf (k)}:F(Ej >0 (4.85)

a
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6. Izrek o zacetni vrednosti

Ce je funkcija f (k) desnostrana diskretna funkcija, torej ¢e velja f(k)=0 za k <0, in ¢e
eksistira njena enostrana z-transformacija F(z), potem velja

£(0) = limF(z) (4.86)

Z—>0

Dokaz: Zaradi F(z)=)_ f(k)z ™ jeres
k=0

limF(z IZLrEZf )z _Ilm[ (0)+f(1)+f(22)+f(f)+...]:f(0)

Z—0 Z—0

1. Izrek o koncni vrednosti

Ce je diskretna funkcija f (k) desnostrana, torej ¢e je f(k)=0 za k <0 in &e eksistira
njena enostrana z-transformacija F(z) tako, da so vsi poli funkcije znotraj enotskega kroga,
je njena vrednost v neskon¢nosti (stacionarna vrednost):

f(o0) = lim f (k) = lim

k—o0 -1

(Z ! ) F(2) (4.87)

Dokaz:
Za funkcijo (f(k+1)— f(k)) lahko zapiSemo z-transformacijo direktno po definiciji in z

uporabo pravila (4.78):

Z{(f (ke f (k) =D (F (kD) F (K))2*

k=0

Z{(f (k+1)— (k))}=2zF (2)-2f (0)-F(2)

Ce obe enacbi delimo z z = 0, dobimo

L2{(1 k- 1) =R (-1
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Izraza na levih straneh obeh enacb sta enaka, zato Sta seveda enaka tudi izraza na desnih
straneh, torej velja

S (f(k+1)- F(K))z *Y = 222 F(2)- £(0)

k=0 z

Gornji izraz limitiramo, ko gre z — 1 in dobimo:

[z-1 (ks
Izlm_TF(z)—f(O }_lmz f(k+1)—f(k) z7"
. z-1 _ —(k+1)
jim -72-F(z)j (0 ngjg: (kD) (K) 2
n@5ﬂ¢@ﬂ4@y§ImHQ4wﬂﬁw

7. k=0

z
Od tu pa ze sledi (4.87), kar smo hoteli dokazati:

z-1

lim2=TF(2) = £(0)+ f(1)— f(0)+ f(2)— f(1)+ f(3)— f(2)+... = lim f(K)

>l 7 k—o0

Z-transformacije takSnih diskretnih funkcij, ki jih ve€inoma uporabljamo, so Ze izra¢unane in
dane v tabeli na naslednji strani. 1z te tabele lahko preberemo z-transforme in njim seveda tudi
pripadajoce inverzne z-transforme.
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Tabela: z-transformi nekaterih diskretnih funkcij

(k) F(2)=2{f ()}
.
1 z-1
z
‘ (-1
2(z+1)
2
‘ (-9’
z
ak s la|<|z]
az
ka' (z-a)’
z
eak 7 _ea
z
e X z—e™”
ze™”
ke (o a2
(2-e)
_ zsin(aT)
sin(akT) 22 - 2zcos(aT) +1
2(z - cos(wT))
cos{aXT) 2? —2zcos(wT) +1
zsinw
sin(ak) 2? —2zcosw +1
2(z - cosw)
cos(ek) 2> —2zcosw +1

e~ sin(aKT)

ze™ " sin(aT)

z2° — 22677 cos(@T ) +e727

e “*T cos(aKT)

z(z—e™*" cos(aT))

z2° —2ze7“T cos(wT ) +e 77
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Ce ustrezne funkcije v tabeli ni, si pomagamo na razne naéine. Pri inverzni z-transformaciji $e
najveckrat (kot smo to spoznali pri Fourierovi in Laplaceovi transformaciji) pride v postev
uporaba metode parcialnih ulomkov. Pri parcialnih ulomkih moramo upostevati, da mora biti
v $tevcu ulomka vedno spremenljivka z, kar bomo v nadaljevanju spoznali na nekaj
konkretnih primerih.

4.3.4 Racunanje in uporaba z-transformacije

z-transformacijo uspesno uporabljamo pri reSevanju diferen¢nih enacb. Pokazimo moznosti
raunanja in uporabe —transformacije kar na nekaj primerih.

Primer:
—27°

(z-1)(z-3)

Izradunajmo inverzno z-transformacijo funkcije F(z)=
Resitev:

.. N o L =27
Iskano funkcijo formalno zapisemo v obliki f (k):Z —-

(z-1)(z-3)

k,z

Funkcijo F (Z) zapiSemo kot vsoto parcialnih ulomkov oblike , torej

-27° kz kz

(z-1)(z-3) z—1Jr z-3

Opomba: Spremenljivke z, ki jo moramo imeti v Stevcih na desni strani, ni potrebno pisati,
seveda pa moramo vedeti, da jo bomo upostevali v koncnem razcepu. Zgornji ulomek torej
zapisemo enostavneje takole:

—22 K, N K,
(z-1)(z-3) z-1 z-3

Vemo, da koeficiente k;, k,, ..., K, , ki so v Stevcu tistih ulomkov, kjer nastopa le enojni pol,
dobimo po formuli

K, :[(z+zl)-F(z)] _, 7 A=1,2,...n

V tem primeru je

i)
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-2z
oz ]
(z-1)(z-3) L
Ulomek zapisemo takole

-2z 1 -3

(z-1)(z-3) z—1+ z-3

Od tod pa Ze dobimo (uporabimo tabelo z-transformov):
fh)=2] 22 L Zl{i+—_?’z}: Zl{i}_g. Z{L}
(z-1)(z-3) z-1 z-3 z-1 z-3

o0

Primer:
Z uporabo z-transformacije izraCunajmo diferen¢no enacbo

y(k+2)-5y(k +1)+6y(k)=v(k +1)—v(k), k €{0,1,2,...}, Ce so vsi zatetni pogoji ni¢.

Resitev:
Opravimo z-transformacijo na levi in desni strani diferen¢ne enacbe.

Z{y(k+2)}-5Z{y(k+D}+6 Z{y(k)}= Z {v(k+1)} - Z{v(K)}
Oznatimo
Z{y(K)j=Y(2)
Zk)j=v(2)
ter upostevajmo pravili (4.78) in (4.79) za premik v desno, pa imamo
2°Y(2) - 2°y(0) ~ 2y(1) —52Y(z)-2y(0) +6Y(z) = 2V(2)-2v(0) -V(2)

Ker so vsi zagetni pogoji enaki ni¢, torej Y(0)=y(1)=v(0)=0, dobimo iz zgornje enatbe
enostavnejsi zapis:

2°Y(z)—52Y(z) +6Y(z) = 2V(2)-V(2)
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Y(z)[z2 —52+6] =V(z)[z—]]

(z-1) Vv z-1

Y(2)=—T) y()=— 2ty
@) 7*-57+6 @) (z2-2)(z-3) @)
Iz zgornje enacbe lahko dobimo resitev y(k), Ge poznamo funkcijo v(K).
Vzemimo, naj bo npr. v(k)=k.

Za to funkcijo je z-transform (glej tabelo)

Za tak$§no moznost dobimo

z-1 Z

Y(Z)=mv(2)z(z—l)(z—z)(z—3)

Iskano diskretno funkcijo y(k) bomo od tod dobili z inverzno z-transformacijo. Najprej
parcialni ulomki

z _ kz N k,z N k,z
(z—l)(z—2)(z—3)_z—1 z-2 -3

oziroma
1 kL kK
(z—l)(z—2)(z—3)_z—1 z-2 z-3

Po znanem postopku dobimo

\ 1 =
k= (Z_l’(z—l)(z—Z)(Z—?’):Iz_l 2

\ 1

= (2‘2’(2_1)(2_2)(2_3)122:‘1

i 1 1
= (2‘3)<z—1><z—2><z—3)lf‘

Od tod
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z _28 (2 5t
(z-1)(z-2)(z-3) z-1 z-2 z-3

in nato Se resitev

02 a2 2 el

y(k)=%(1—2k”+3k)

=

o0

Primer:
Z uporabo z-transformacije izraGunajmo splo$no in nato $e posebno resitev diferen¢ne enacbe

Yoz — Y =2 pripogojih y, =0 iny, =1.

Resitev:
Na diferen¢ni enacbi opravimo z-transformacijo

Zly(k+2)-Z{y)-Z (2
Upostevamo (4.79) in dobimo

[ZZ{y(k)}-2y(0)-zy) |- Z{y(k)} =2 2

Upostevamo zadetna pogoja (Y, =0 in y, =1), iz tabele preberemo Z{l}=——, ozna¢imo

z
7-1
Z{y(k)}=Y(z), uredimo in dobimo

Resitev diferen¢ne enacbe dobimo z inverzno z-transformacijo

el
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z ... . .
|z tabele z-transformov preberemo Z {k} = W , torej je iskana partikularna resitev
z-1

y(k)=k.

Preverimo Se, Ce je to res reSitev dane diferencne enacbe Y, ., -y, =2.

Zaradi y(k)=k je y(k+2)=k+2 inrazlika y,,, -y, jeres 2. Tudi zaCetnima pogojema je
zado§Ceno: y, =y(k=0)=0 in y, =y(k=1)=1.

LA R 4
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TABELE

Tabelal: Grska abeceda

7.3 velike ¢rke male ¢rke slovensko ime | angle$ko ime
1. A o alfa Alpha
2. B p beta Beta
3. r Y gama Gamma
4. A ) delta Delta
5. E € epsilon Epsilon
6. Z ¢ dzeta Zeta
7. H n eta Eta
8. ] 0 theta Theta
9. I 1 jota lota
10. K K kapa Kappa
11. A A lambda Lambda
12. M u mi Mu
13. N \ ni Nu
14. = § ksi Xi
15. ) 0 omikron Omicron
16. IT T pi Pi
17. P p ro Rho
18. > O, G sigma Sigma
19. T T tau Tau
20. Y v ipsilon Upsilon
21. ) o, ¢ fi Phi
22. X X hi Chi
23. Y v psi Psi
24, Q ® omega Omega
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Tabela 2: STIRLINGOVA STEVILA 1. VRSTE s", r=1,2,....n

2
=S5/ x+s5x +-+s5 x"

n

)

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1
1 0 1
2 0 -1 1
3 0 2 -3 1
4 0 —6 11 —6 1
5 0 24 —50 35 —-10 1
6 0 —120 274 —225 85 —-15 1
7 0 720 —1764 1624 | —735 175 —21 1
8 0 —5040 | 13068 |—13132| 6769 | —1960 [ 322 —28 1
9 0 40320 | —109584 | 118124 | —67284 | 22449 | —4536 | 546 -36

Primer:

¥ = sfx+s§x2 +s35x3 +ij4 +s§x5 =24x —50x% +35x° —10x* +x°
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IZBRANA POGLAVJA IZ MATEMATIKE

S, r=12,...

x" =S/ x0) +S; x@ et S x)

n\k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 1 3 1

4 0 1 7 6 1

5 0 1 15 25 10 1

6 0 1 31 90 65 15 1

7 0 1 63 301 350 140 21 1

8 0 1 127 966 1701 | 1050 266 28 1
9 0 1 255 3025 | 7770 | 6951 | 2646 462 36
Primer:

x = Sfx(l) +S26x(2) + Sfx(S) + Sfx(é) +S56x(6) +S66x(6) =

= x" +31x® +90x® +65x1 +15x +
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Tabela 4: Osnovni podatki o nekaterih matematikih

Ime Zivel Podrocdja raziskovanja

ABEL, Niels Henrik 1802-1829 teorija grup, visja algebra, teorija

norveski matematik elipti¢nih krivulj

ARHIMED (Apyunong) 287-212 vsa tedanja matematika

anti¢ni matematik in filozof p.n.st.

BANACH Stefan 1892-1945 utemeljitelj moderne funkcionalne

poljksi matematik analize

BARROW lsaac 1630-1677 infinitezimalni racun

matematik in teolog

BAYES, Thomas 1702-1761 verjetnostni racun, statistika

britanski matematik

BELTRAMI Eugenio 1835-1900 diferencialna geometrija,
matematicna fizika

BERNOULLI, Daniel 1700-1782 hidrodinamika, kineti¢na teorija

Svicarski matematik in fizik plinov

BERNOULLLI, Johann 1667-1748 variacijski racun, infinitezimalni

Svicarski matematik racun (diferencialne enacbe)

BERNOULLI, Jakob 1654-1705 variacijski racun, verjetnostni ratun

Svicarski matematik

BINET Jacques Philippe Marie 1786-1856 teorija Stevil, diferencialn

francoski matematik in astronom ageometrija, mehanika v astronomiji

BOOLE, George 1815-1864 matematicna logika

angleski matematik in filozof

CANTOR, Georg 1845-1918 mnozice, logika

nemski matematik

CAUCHY, Augustine Louis 1789-1857 funkecije, infinitezimalni racun

francoski matematik optika, elastomehanika

CRAMER, Gabrijel 1704-1752 sistemi linearnih enacb

Svicarski matematik

CEBISEV, Pafnutij Ljvovi¢ 1821-1894 teorija Stevil, infinitezimalni racun,

ruski matematik verjetnostni raéun

D’ALEMBERT, Jean de Rond 1717-1783 diferencialne enacbe, precesija in

francoski matematik, filozof, fizik nutacija, dinamika

DANTZIG, George Bernard 1914-2005 linearno programiranje, simpleksna

ameriSki matematik metoda

DE L'HOSPITAL Guillame Francois 1661-1704 infinitezimalni racun

Antoine

Francoski matematik

DE MOIVRE Abraham 1667-1754 geometrija, kompleksna Stevila,

francoski matematik aktuarska matematika

DESCARTES, Rene 1596-1650 utemeljitelj analiticne geometrije

francoski filozof, matematik, fizik (kartezi¢ni koordinatni sistem)

(latinizirano ime CARTESIUS)

EULER, Leonhard 1707-1783 vsa podrocja tedanje matematike

Svicarski matematik, fizik, astronom
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EVKLID 330-275 geometrija (Evklidska geometrija)
anti¢ni matematik p.n.s.
FERMAT, Pierre de 1601-1665 zacetnik teorije Stevil in (skupaj s
francoski matematik Pascalom) verjetnostnega raCuna
FOURIER, Jean Baptiste 1768-1830 razvoj periodi¢nih funkcij v vrste
francoski matematik, fizik in politik
GALOIS, Evariste 1811-1832 teorija grup
francoski matematik (umrl v dvoboju)
GAUSS, Karl Friedrich 1777-1855 geodezija, magnetizem, sferna
nemski matematik in astronom mehanika
HERMITE, Charles 1822-1901 teorija Stevil, vi§ja algebra, elipticne
francoski matematik funkcije
JACOBI, Karl Gustav 1804-1851 teorija elipti¢nih funkcij, teorija
nemSki matematik Stevil, diferencialni in integralni
racun
JORDAN, Marie Ennemond Camille 1838-1922 algebra, teorija grup
francoski matematik
KOLMOGOROV, Andrej Nikolajevi¢, | 1903-1987 logika, topologija, verjetnostni racun
ruski matematik
KRONECKER Ludwig Otto 1823-1891 aritmetika, algebra,
nemski matematik
LAGRANGE, Joseph Louis 1736-1813 diferencialne enacbe, verjetnostni
francoski matematik in astronom racun, mehanika
LAMBERT, Johann Heinrich 1728-1777 algebra, sferna trigonometrija,
nemski matematik, fizik, astronom hiperboli¢ne funkcije
LAME, Gabriel 1795-1870 specialne funkcije in krivulje
francoski matematik
LAPLACE, Pierre Simon, Marquis de, | 1749-1827 sferna mehanika, elektrika, toplota,
francoski astronom in matematik verjetnostni racun
LEBESGUE, Henry Leon 1875-1941 posplositev integrala (Lebesguev
francoski matematik integral)
teorija mere
LEGENDRE, Adrien Marie 1752-1833 teorija Stevi, linearna algebra
francoski matematik
LEIBNITZ Gottfried Wilhelm, nemski | 1646-1716 algebrajske enac¢be, determinante,
matematik in filozof zacetnik diferencialnega in
integralnega rauna
MACLAURIN, Colin 1698-1746 matemati¢na analiza
Skotski matematik
MARKOV, Andrej Andrejevic 1856-1922 teorija Stevil, verjetnostni racun,
ruski matematik matemati¢na analiza
MOBIUS August Ferdinand 1790-1868 projektivna geometrija, statika
nemski astronom
NAPIER John (NEPERO) 1550-1617 | logaritmi
italijansko-nemski matematik
NEWTON, Isaac 1642-1727 utemeljitelj infinitezimalnega racuna
angleski matematik in fizik
PASCAL, Blaise 1623-1662 geometrija, kombinatorika,

francoski filozof, matematik in fizik

verjetnostni racun, hidrostatika
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PITAGORA (ITvBaydpac) pribl. 582- Stevila, geometrija

anti¢ni matematik, filozof 507 p.n.s.

PLEMELJ, Josip 1873-1967 linearne diferencialne enacbe,

slovenski matematik analiti¢ne funkcije, teorija Stevil

RIEMANN, Bernhard 1826-1866 funkcije kompleksne spremenljivke,

nemski matematik diferencialne enacbe, geometrija

ROLLE, Michel 1652-1719 algebrajske enacbe

francoski matematik in fizik

STEFAN, Jozef 1835-1893 termodinamika, paraboli¢ne enacbe

slovenski matematik, fizik in pesnik

STIRLING, James 1692-1770 teorija Stevil, kombinatorika

Skotski matematik

TAYLOR, Brook 1685-1731 razvoj funkcij v vrsto

britanski matematik

TORICCELLI Evangelista 1608-1647 infionitezimalni racun, izumitelj

italijanski matematik in fizik barometra

VEGA, Jurij 1754-1802 logaritmi (logaritemske tablice)

slovenski matematik

VIDAYV, lvan 1918-2015 funkcionaln analiza, algebra,

slovenski matematik diferencialne enacbe

VIETE Francois 1540-1603 enaCbe, matemati¢na simbolika,

francoski matematik kriptografija

WEIERSTRASS, Karl 1815-1897 analiti¢ne funkcije, variacijski racun,

nemski matematik diferencialna geometrija, linearna
algebra

WIENER, Norbert 1894-1964 logika, postavil temelje kibernetike

ameriSki matematik

ZADEH, Lotfi 1921- mehka logika (fuzzy logic), mehka

ameri$ki matematik (Iz Azerbajdzana)

mnozica (fuzzy set)

Vec lahko pogledate v raznih enciklopedijah, zanimiva je npr. Wikipedia, ki jo najdete na

http://en.wikipedia.org/wiki/Main Page.
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STVARNO IN IMENSKO KAZALO

A
Antidiferenca 167
Avtokorelacija 112
D
Diferencialna enacba 131
Diskretna funkcija 156
Diference visjega reda 164
Diferen¢na enacba 173
- homogena 177,181
- nehomogena 182
- s konstantnimi koeficienti 177
- s spremenljivimi koeficienti 181
E
Enotina stopni¢na funkcija 112
Enotina impulzna funkcija 114
Enacba ploskve
- parametri¢na 80
Enacba krivulje
- parametri¢na 55
- vektorska 57
Enotni tangentni vektor 59
F
Fourierova transformacija 107
Frekvencni prostor 107
Faktorska potenca 161
G
Gaussov izrek 97
Geometri¢ni pomen
- Dvojnega integrala 12
- Trojnega integrala 42
Greenova formula 73
Grska abeceda 210
H
| Heavisidove formule | 128, 129
[
Integral
- dvojni 9
- trojni 39
- krivuljni 67
- ploskovni 86
- dvakratni 16
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Izolirana singularna tocka 134
Izrek o residuih 137
Inverzna transformacija
- Fourierova 108
- Laplaceova 119
-z 193
J
| Jacobijeva determinanta | 32,45
K
Koordinate
- cilindri¢ne 45
- sferne 47
Krivulja v prostoru 55
- prostorska 57
- ravninska 57
- enostavna 57
Krivulja, gladka, odsekoma gladka 68
Konvolucijski integral 109, 121
Konvolucijska vsota 200
Konvergen¢ni polmer 191
KriZzna korelacija 111
L
Laplaceova transformacija 118
Laurentova vrsta 135
Loc¢na dolzina 62
Locni diferencial 64
M
| Mébiusov trak |91
N
Normalna ravnina 61
Normalni vektor na ploskev 83
O
Operator
- Progresivnega premika 170
- Retrogradnega premika 172
- Diferencni 157
- antidiferen¢ni 167
- Fourierov 108
- Laplaceov 119
Orientacija
- krivulje o6
- ploskve 90
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P
Ploskev v prostoru 79
Ploskev
- gladka 86
- odsekoma gladka 86
- enostranska 90
- dvostranska 90
- povrSina 95
Plos¢ina lika 22,77,79
Pretok (fluks) polja 87
Prva diferenca 157
R
Regularna analiti¢na funkcija 134
Residuum 136
Resevanje diferencnih enacb
- iterativna metoda 175
-z operatorji 185
S
Sklenjena pot 68
Smerni vektor 59
Spektralna gostota 111
Stirlingova Stevila
- 1. vrste 163, 211
- 2.vrste 163, 212
Stokesov izrek 101
T
Tabela
- 1. Diferenc nekaterih diskretnih funkcij | 161
- Antidiferenc nekaterih diskretnih funkcij | 168
- Fourierovih tranformov 116
- Laplaceovih transformov 123, 127
- Z-transformov 204
Tangentna ravnina na ploskev 81
Tangenta na krivuljo 58
Tezisce 27
Transform
- Fourierov 107
- Laplaceov 119
-z 191
U
Uvedba novih spremenljivk v
- Dvojni integral 31
- Trojni integral 44
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\Y
Volumen telesa 24, 42
\/ztrajnostni moment 27
Z
z-transformacija 190
Z-transform

- Enostrani 191

- Dvostrani 190
Zveza med z in Laplaceovo transformacijo 193
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